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Streszczenie. W pracy dokonano analizy krzywych Béziera wypuktych, z punktem
przegigcia oraz ostrym wierzchotkiem. Krzywe o takich ksztattach sq najczg$ciej stosowane podczas
modelowania obiektéw o nieregularnych ksztaltach. Podano réwnania parametryczne krzywych
Béziera. Przedstawiono wykresy proponowanych rodzajéow krzywych. Jako materiat przyktadowy
zaprezentowano ksztalty przekrojow owocu gruszki odmiany ,Konferencja” oraz nasiona gryki
odmiany Emka w reprezentacji krzywych Béziera.
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WSTEP I CEL PRACY

W projektowaniu zespotdow 1 przestrzeni roboczych maszyn przetwarzajacych
materialy roslinne trzeba uwzglednia¢ ich ksztalt i wymiary. Czgsto podczas
modelowania matematycznego procesow roboczych nieregularng brylg ziarna lub
innego materiatu aproksymuje si¢ do kuli, elipsoidy i innych bryt geometrycznych.
Taka reprezentacja ksztattow bryt rzeczywistych jest duzym uproszczeniem.
Materiaty i surowce pochodzenia roslinnego pod wzgledem wymiarow i ksztaltow
stanowig zbiory nie powtarzajacych si¢ elementow. Liczby przyporzadkowane
wymiarom okre$lonego surowca umozliwiaja odwzorowanie relacji zachodzacych
miedzy poszczegbdlnymi skladnikami surowca uczestniczacymi w rdznych
procesach. Aby odwzorowanie relacji jakie wystgpuja w procesach przetwarzania
surowcow bylo doktadniejsze, nalezy poszukiwa¢ metod pozwalajacych lepiej niz
dotychczas opisywac ksztalty sktadnikéw surowcow.

Znanych jest wiele prac na temat rekonstrukcji ksztaltow za pomoca filmo-
wania, skanowania, rzutéw cieni [3,4,5]. Metody te pozwalaja wyznaczyc
wymiary ziarna, ktore sa podstawa matematycznego opisu ksztattu. Probg opisu
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bryly ziarna zb6z zawierala praca Mieszkalskiego [6], w ktdrej modelowanie
bryly polegalo na matematycznym opisie ksztattu poprzecznych przekrojéw
ziarna. Do opisu konturu przekroju stosowano konchoidg¢ okrggu. Lepszymi
krzywymi do opisu ksztaltéw o bardziej uniwersalnym charakterze moga byc¢
krzywe w reprezentacji Béziera [1,2].

Celem pracy jest opis wybranych ksztattow krzywych Béziera, majacych
zastosowanie w modelowaniu obiektéw o nieregularnych ksztattach.

REPREZENTACJA KRZYWYCH BEZIERA

Segment kubiczny krzywej Béziera jest opisany przez cztery punkty A;, A,,
As, Ay (Rys. 1). Punkty Ay, A4 sa weztami, a punkty A, A; punktami kontrolnymi.
Punkt B jest dany i przez niego przechodzi modelowana krzywa. Odwzorowanie
opisujace segment kubiczny w reprezentacji Béziera, ze wzgledow utylitarnych,
wyraza si¢ za pomoca wielomiandw trzeciego stopnia w zapisie parametrycznym:

xt)=1=1) x5 +3t(1=1) x,+ 32 A=) x3+ £ x4

(1)
y(&)=(1-1)y,+3t(A-1)y,+32A-1) y,+ £y,

gdzie: xy, yi, X1, Y4 — wspOtrzedne punktow weztowych, x,, ya, X3, 3 — wspolrzedne

punktéw kontrolnych, ¢ — parametr, 0<¢<I.

Zmiana wspotrzednych poje-

dynczego punktu kontrol-

nego lub wezta powoduje

O’iz(xz' ¥,) ﬂys) zrr,liaimq ksztattu ’ .krzyw.ej
Béziera. Krzywa Béziera lezy
catkowicie wewnatrz obszaru
utworzonego przez punkty seg-
mentu kubicznego. W modelo-

A3 Yy)

Aql%y, 13) A%y ¥y) waniu bryl o nieregularnych
Rys. 1. Segment kubiczny krzywej Béziera. ksztaltach stosuje si¢ wiele
Fig. 1. Cubic segment of Bézier curves. krzywych Béziera, ktore sa

sklejane  w punktach wegzlowych. Dla ulatwienia ksztattowania lokalnego
znieksztalcenia w modelowanej bryle nalezy dokonac analizy kilku wybranych pod
wzgledem praktycznym przypadkow ksztaltu krzywej Béziera w segmencie
kubicznym. Do najczgsciej stosowanych ksztaltow krzywej mozna zaliczy¢ krzywe
Béziera wypukle, z punktem przegigcia oraz ostrym wierzchotkiem.
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W celu wyznaczenia krzywej Béziera wprowadza si¢ kilka zatozen
umozliwiajacych wykreslenie modelowanej krzywej. W pierwszej kolejnosci
ustala si¢ wspotrzedne xg, yp punktu B, przez ktory bedzie przechodzi¢ krzywa
Béziera. ZaloZono, ze analizowane krzywe beda przechodzi¢ przez dany punkt
np. B(1, 2). Punkt B bedzie zarazem maksimum krzywej. W nastgpnym kroku
okresla sig¢ wspotrzedne xy, yi, x4, y4 punktéw weztowych A, A,.

W celu wyznaczenia z rownan (1) wspotrzednych punktéw kontrolnych wyznacza
si¢ warto$¢ parametru ¢, dla ktérego y(z) osiaga maksimum. Po zrézniczkowaniu
funkcji y(t)

d
Ey(t) =-3y,(1-1)*+3y,A-1)" =6 y,t(1-1) + 6 y,t(1—=1) =3y, 1> + 3 y,7* @)

wyznacza si¢ parametr :

t= 6y +12y,—6y,— 64— i +y,+ =
2(‘“3}’.'*'9)’2—9)’34‘3)'4) N Y= \/ NV3= V2= Y2 Vs T Y3 TN Y~ Y2 V4 (3)

Korzystajac z parametrycznych réwnan krzywej Béziera (1) oraz réwnania (3)
uktada sig¢ trzy roéwnania, z ktérych oblicza si¢ wspolrzedne x,, y, punktu
kontrolnego A;:

0=(1-1)x+3tA=1) 02 +38° A= xs+ £ xa— x5

0=(1-0)y+3t(1-0)’y,+32A-)y,+£y,~ ¥, “

1 L 2 2
t= 6y,+12y,—6y,—6= ¥, Y=Y, =V, Vst ¥+ —
2(_3y1+9y2_9y3+3y4) N Y Vi3 \/ Y3 Y= YoV y3 VsV Vs

WYPUKLE KRZYWE BEZIERA

Ogolny przypadek wypuktej krzywej Béziera przedstawiono na Rys. 2. Niech
punkt A; ma wspolrzedne: x; = x4, y; = yp. Dla zalozonego przypadku wypukiej
krzywej Béziera na podstawie rownan (4) szukane wspotrzedne zamieszczono
w Tabeli 1. Wykresy wypuklych krzywych Béziera przedstawiono na Rys. 3 i 4.

Z Rys. 3 wynika, ze przy zatozonych (tab.1) wartoSciach wspotrzednych xi, xs,
Xa, Y1, Y4 1 wzroscie wartosci wspotrzednej y; oraz spadku wspdtrzednych x; i y,,
nastepuje wzrost uwypuklenia krzywej od strony wezta A, i punktu kontrolnego A,.
Krzywe y(t) opisujace wypukle krzywe Béziera osiagaja maksimum (Rys. 4) dla
parametru ¢t zawierajacego si¢ w przedziale 0,34 <r<0,7.
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Rys. 2. Ogdlny przypadek wypuklej krzywej
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Rys. 3. Zaleznosci y(t) od x(t) dla wypukiej krzywej Béziera.
Fig. 3. Dependences y(t) from x() for convex Bézier curves.
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Rys. 4. Zaleznosci y() i x(t) od parametru ¢ dla wypuklej krzywej Béziera.
Fig. 4. Dependences y(z) and x(t) from parameter ¢ for convex Béziera curve.
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Tabela 1. Wspotrzedne punktow kontrolnych wypuktych krzywych Béziera, dlax; =0, y, =y;=0

Table 1. Coordinates of supervisory points of Béziera curves convex, forx; =0, y; =y, =0

Nr Wspbtrzgdne Parametr
krzywej Y y2 X2 t

1 0,1 4,45 -0,772 0,337

2 0,6 4,184 -0,984 0,358

3 1,1 3,89 -1,46 0,383
4 1,6 3,559 -2,02 0,414
5 2 3,26 -2,584 0,442

6 3 2,311 -4,977 0,532
7 4 0,918 -9,293 0,627

8 5 -1,085 -15,565 0,701
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KRZYWE BEZIERA Z PUNKTEM PRZEGIECIA

Krzywa Béziera z punktem przegigcia jest przedstawiona na Rys. 5. Punkt
przegigcia krzywej Béziera wystgpuje od strony tego wezta, z ktérego wycho-

A
Q2

o
Aq

Rys. 5. Ogélny przypadek krzywej Béziera

Cq

O

Az

z punktem przegigcia.

Fig. 5. General case of Bézier curve with

point of bending.

Ag

dzacy wektor kontrolny lezy na osi Ox.
W analizowanym  przypadku  punkt
przegigcia wystgpuje od strony wezla Ay,
gdy wspotrzgdna y; = 0, a wspotrzedna
y2 =const., x; =0, x4=xp, y1= y3=y4=0,
wspotrzedna x, jest zalozona, natomiast
X3 jest obliczona.

Dla analizowanej krzywej Béziera
z punktem przegigcia wzrost wartosci
wspotrzednej x, 1 spadek wspotrzednej x;
przy statych wspotrzednych x, x4, 1, 2,
¥3, ya powoduja, ze w punkcie B krzywe
tworza coraz bardziej zaostrzone wierz-
chotki (Rys. 6), a przy dalszym genero-

waniu krzywych dochodzi do ich zapegtlania. Z Rys.7 wynika, ze maksimum
funkcji y(z) jest osiagane dla parametru ¢ = 0,333 (Tab. 2).
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Rys. 6. Zaleznosci y(t) od x(t) dla krzywej Béziera z punktem przegigcia.
Fig. 6. Dependences y(z) from x(z) for Bézier curve with point of bending.
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Tabela 2. Wspotrzedne punktow kontrolnych krzywych Béziera z punktem przegigeia, dla x; = 0,

X4=51y1 =}’3=)’4=0, Y2=4»5 XB = l’yB=2
Table 2. Coordinates of supervisory points of Béziera curves with point of bending, for x; =0, x4 =5,

Y1=)’3=)’4=0,}’2=4,5 xB=1’yB=2

Nr Wspoirzgdne Parametr
krzywej %2 X3 '
1 0 3,675 0,333
2 1 1,672 0,333
3 1,8 0 0,333
4 2 -0,331 0,333
5 3 -2,334 0,333
6 4 -4,337 0,333
7 5 -6,34 0,333
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KRZYWE BEZIERA Z OSTRYM WIERZCHOLKIEM

Krzywa Béziera z ostro zakonczonym wierzchotkiem jest przedstawiona na
Rys. 8. Ostry wierzchotek krzywej Béziera uzyskuje sig, gdy np. x,= x3 = xo, x4= 0,
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T
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A

Aq

Rys. 8. Ogélny przypadek krzywej Béziera z ostrym wierz-

chotkiem.

Fig. 8. General case of Bézier curve with sharp top.

yi = ya = 0. Wspdlrzedna y;
nalezy zalozy¢, a wspotrzedne
X2, y2 sg obliczane. Przy statych
warto§ciach ~ wspolrzednych
xi=x3 =5,x=0,y1=y,=0
wzrost wartosci y; oraz spadek
warto$ci wspotrzednych x; 1 y,
(Tab. 3) powoduja, ze w pun-
kcie B krzywe Béziera tworza
ostro zakonczony wierzcho-
tek, ktory przy dalszym
generowaniu krzywa zapegtla
si¢ (Rys.9). Z Rys. 10 wynika,
ze maksimum krzywych ()

jest osiagane dla parametru ¢ zawierajacego si¢ w prze-dziale 0,35 <1< 0,7.
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Rys. 9. Zaleznosci y(t) od x(z) dla krzywej Béziera z ostrym wierzchotkiem.
Fig. 9. Dependences y(¢) from x(z) for Bézier curve with sharp top.



ANALIZA KRZYWYCH BEZIERA 167

5—
4+
x1(t)
yl(t) 34+
x2(t)
y2(1)
x3(t) 2 T S Y
¥3(1) A \/
A N K
/ \
' \‘
0 0.5 ‘l

Rys. 10. Zaleznosci y(t) i x(t) od parametru ¢ dla krzywej Béziera z ostrym wierzcholtkiem.
Fig. 10. Dependences y(t) and x(¢) from parameter ¢ for Bézier curve with sharp top.

Tabela 3. Wspohzgdne punktéw kontrolnych krzywych Béziera z ostrym wierzchotkiem, dla x; = x3 = 5,
X=0, y1=y=0
Table 3. Coordinates of supervisory points of Béziera curves with sharp top, forx; =x3=5,x,=0, y;=y,=0

Nr Wspotrzedne Parametr
krzywej ¥ s X t

1 0,5 4,239 -3,525 0,354
2 1 3,951 -3,502 0,378

3 1,5 3,629 -3,531 0,407
4 2 3,26 -3,643 0,442

S 23 2,828 -3,887 0,485

6 3 2,311 -4,289 0,532
7 4 0,918 -5,575 0,627

8 5 -1,085 -7,114 0,701
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Przyklad

Jako pierwszy przyktad postuzyt przekréj owocu gruszki odmiany
,Konferencja”. Przekrdj owocu gruszki zostal skonstruowany z sze$ciu sklejonych
krzywych Béziera (Rys. 11). Krzywe z weztami A, B i K, J oraz z punktami
kontrolnymi Ay, B, i K, J, sa krzywymi Béziera z punktem przegigcia. Krzywe
zweztami C, D i E, F oraz G, H, a takze L, £ z punktami kontrolnymi C), D, i E}, F|
oraz Gy, H, i L, £, sa wypuklymi krzywymi Béziera. O gladkosci krzywych
Béziera w weztach B = C, H = J, K = L decyduje potozenie punktéw kontrolnych
nalezacych do wspolnych weztéw na prostej przechodzacej przez dany wezet. Na
pierwszej wspolnej prostej leza punkty kontrolne Cy, B, na drugiej prostej punkty
Ji, Hy, a na trzeciej punkty Kj, L;. Na Rys. 12 pokazano drugi przykiad dotyczacy
modelowania przekroju nasiona gryki odmiany Emka za pomoca krzywych Béziera
z ostrym wierzchotkiem.

Rys. 11. Przekr6j owocu gruszki odmiany
,Konferencja” w reprezentacji krzywych
Béziera: A=£, B=C, D=E, F=G, H=J, K=L
- wezly, Ay, By, Cy, Dy, Ey, F\, Gy, Hy, Jy, K,
L,, £, — punkty kontrolne.

Fig. 11. Section of fruit of pear of variety
"Conference” in representation of Béziera
curves: A=£, B=C, D=E, F=G, H=J, K=L -
knots, Ay, By, Cy, Dy, E\, F|, G\, H,, J}, K,
Ly, £, - supervisory point.
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Rys. 12. Przekrdj nasiona gryki odmiany ,,Emka” w reprezentacji krzywych Béziera: A, = Cy,
A= Cq —wezly, Ay, A;, Cy, C3 — punkty kontrolne, B — ostry wierzchotek.

Fig. 12. Section seeds of buckwheat of verity "Emka” in representation of Béziera curves: A4 = Cl,
Al = C4 -knots, A2, A3, C2, C3 - supervisory points, B - sharp top.

PODSUMOWANIE

Krzywe Béziera moga by¢ wykorzystane do modelowania nieregularnych
ksztattow wielu obiektéw. Opisany w pracy sposéb zmiany wspolrzednych
punktow kontrolnych wzgledem weztow krzywych Béziera pozwala modelowac
wypuktosci, punkty przegiecia oraz ostre wierzchotki. Wielomiany trzeciego
stopnia w zapisie parametrycznym sg dobrym narzedziem do matematycznego
modelowania krzywych w reprezentacji Béziera.
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ANALYSIS OF BEZIER CURVES APPLIED TO MODELLING
OF IRREGULAR SHAPES OF BIOLOGICAL OBIJECTS

L. Mieszkalski

Department of Agricultural Engineering, University of Warmia and Mazury
ul. Oczapowskiego 11, Olsztyn, 10-738

Summary. In work analysis of Bézier curves convex were performed, with point of bending
as well as sharp top. Curves of such shapes are often applied for modelling of objects of irregular
shapes. Parametric equation of Bézier curves were presented. Graphs of proposed curves were
introduced. As an example of material shapes sections of fruit of pear of variety Conference and
buckwheat seeds variety Emka were approximated by Bézier curves.

Keywords: Bézier curves, parametral equations, analysis of shapes, examples.





