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MECHANIKA OSRODKOW KOMORKOWYCH I GRANULARNY CH
Opis wzorowany na formaliZzmie mechaniki kwantowe;j

A.Gozdz

Instytut Fizyki, UMCS, pl. M. Curie-Sklodowskiej 1, 20-031 Lublin

Streszczenie W pracy przedstawiono zarysy metody jednolitego opisu osrodkéw granularnych i
komoérkowych. Formalizm wykorzystuje elementy mechaniki kwantowej chociaz mozna go zakwalifikowaé do
metod mikroskopowo-makroskopowych. Pozwala on modelowaé wlasnosci osrodka bazujac na znajomoéci
fenomenologicznych oddziatywan pomiedzy jego granulami lub komérkami.
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WSTEP

Struktura gleby i materiatdow biologicznych posiada wiele wspdlnych cech
pozwalajacych na jednolity opis tych zdawatoby sig réznych oérodkéw fizycznych. Zaréwno
gleba jak i o$rodki komorkowe sa ztozone z oddziatujacych elementéw dyskretnych. Natura
oddziatywania oraz forma elementéw dyskretnych decyduje o statycznych i dynamicznych
wiasno$ciach o$rodka odrézniajac czy jest to material granularny czy komérkowy. W
ponizszym opracowaniu proponowany jest opis wykorzystujacy techniki znane z mechaniki
kwantowej. Pozwalaja one w stosunkowo prosty sposéb uwzgledni¢ nieciagla nature
osrodkow granularnych i komorkowych bez konieczno$ci analizy poszczegélnych
sktadnikow elementarnych o$rodka.

MECHANIKA OSRODKOW GRANULARNYCH I KOMORKOWY CH

Wigkszo$¢ teorii fenomenologicznych nie pozwala na analize fizycznych wiasnosci
osrodkow granularnych i komorkowych z mniej lub bardziej podstawowych zasad
fizycznych. Mozna wyr6zni¢ zasadniczo dwie skrajnie rozne grupy modeli reprezentujacych
osrodki granularne. Pierwsza grupa sa proste modele geometryczne, druga natomiast modele
statystyczne. PoSrednig grupg stanowia liczne modele wywodzace si¢ na ogoét z teorii
osrodkow ciaglych. Pewien przeglad tych modeli, daleki od kompletnoéci, mozna znalezé w
publikacjach [1-3, 9-11, 13-17].

W pracach [4,5,12] przedstawiona jest natomiast idea opisu interesujacych nas
osrodkow przy pomocy formalizmu zblizonego do mechaniki kwantowej. Oczywiscie,
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poniewaz rozwazane uktady maja w zasadzie charakter makroskopowy efekty
interferencji kwantowej i fluktuacje kwantowe nie graja zadnej roli. Z jednej strony
pozwala to na znaczne uproszczenia formalizmu, z drugiej za$ nie pozwala wykorzystac¢
w pelni metod przestrzeni Hilberta oraz niektérych wypracowanych w mechanice
kwantowej interpretacji.

Formalizm ten umozliwia stworzenie bardziej jednolitego opisu nieregularnie
roztozonych ziaren lub komorek (wykorzystujac wektory stanéw) niz klasyczna teoria
korzystajaca z pomocy sit wymagajaca ich analizy na wszelkich granicach nieciagtosci
osrodka. Typowe postgpowanie poprzez proby mniej lub doktadniejszego uwzglednienia
klasycznych sit dziatajacych na granicach ziaren praktycznie uniemozliwia efektywna
analize takiego osrodka.

Pierwszym elementem okre$lajacym rodzaj materialu z ktoérego zbudowany jest
analizowany o$rodek jest operator Hamiltona reprezentujacy energi¢ ukfadu oraz
oddziatywania pomigdzy jego sktadnikami. Wiasnie oddziatywania pomigdzy komorkami
czy tez granulami determinujg zasadnicze wiasnosci mechaniczne osrodka oraz jego
dynamike. Oddziatywanie moze takze pozwoli¢ uwzgledni¢ fakt wystgpowania roznych
innych materialéw pomigdzy granulami (w porach) takich jak na przyktad czgsto
wystepujace ciecze. W ukladach komorkowych natomiast oddziatywanie powinno takze
umozliwi¢ symulacjg¢ wigzania komorek poprzez Sciany komorek.

Drugim podstawowym elementem opisu sa wektory stanow reprezentowane na ogot
poprzez pewne funkcje zwiazane $cisle z ksztaltem, rozmiarem, rozktadem masy oraz jej
bardziej specyficznymi cechami takimi jak posiadanie lub nie tadunkow elektrycznych,
momentéw magnetycznych i innych wlasnosci mogacych mie¢ wplyw na zachowanie si¢
granul lub komorek.

Hamiltonian A skfada si¢ z zasadniczych dwoch czgsci: jednocialowej Hp oraz
dwuciatowej H,. Hamiltonian jednocialowy H; okreslony jest przez energig kinetyczng T
oraz mozliwe potencjaly zewngtrzne (grawitacyjny, elektryczne lub co wazniejsze
mechaniczne zwigzane z dziatajacymi zewngtrznymi sitami mechanicznymi pochodzacymi
od otoczenia granuli lub komérki). Czton dwucialowy H, jest odpowiedzialny za
oddzialywanie pomigdzy granulami co zasadniczo okresla wlasnosci mechaniczne osrodka.
Hamiltonian mozna zatem zapisa¢ w postaci sumy czgsci jednocialowej 1 dwuciatowe;:

H=H;+H, (1)

Jako catkowity wektor stanu w omawianym formalizmie proponuje sig funkcj¢ w postaci
iloczynu wektorow stanu poszczegdlnych granul lub komorek:

N
Vi, y >= 1oy (7).
=1 (2)

Oznacza to nieuwzglgdnienie kwantowomechanicznych efektow interferencyjnych.
Ponadto ta forma wektora stanu pozwala tylko na okreslenie tylko $redniej energii uktadu.
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Powinno to by¢ bardzo dobrym przyblizeniem w petni kwantowomechanicznego wektora
stanu ze wzgledu na makroskopowe rozmiary granul i komoérek w osrodku. Indeksy v,
okreslaja cechy granuli lub komdrki. Odpowiadaja one tak zwanym liczbom kwantowym
w mechanice kwantowe;j.

Catkowita energia o$rodka zlozonego z N granul lub komoérek moze byé zatem
wyrazona jako $rednia operatora Hamiltona (1) liczona w stanie (2):

E(vl,...,vN)=<v1,...,vN)|H|v1,...,vN ==
N
= z.fm d3fk¢vk (7 )H ¢, (7)) +
k=1

+ D [ @5 o Bty )by, (7 )Hoty, (), (7o), 3)

k<n

gdzie <a|b> oznacza iloczyn skalarny wektoréw stanu a i b w przestrzeni typu L*(R*™).
Natomiast catki s liczone po obszarze calej przestrzeni R’ poniewaz ksztalty granul lub
komorek sa jednoznacznie okreslone przez ich wektory standw ¢,, (Fk )

W wielu zagadnieniach wazna jest znajomos¢ energii pojedynczej granuli czy tez
komorki w o$rodku. Mozna ja tatwo otrzymac ekstrahujac 4-ta granulg lub komoérke z
réwnania (3). Prowadzi to do nastgpujacego wyrazenia:

E(Vl,---,VN)zf :d3fk¢vk(;k)H1¢vk (Fk)+

N
+2(1_dnk)f :d3’_;kfR: d3fn¢v,‘ (Fk)¢v" (Fn)H2¢v,‘ (Fk)(bv" (Fn)' 4)
n=1

Chociaz jest mozliwe wykorzystanie rownania Schrédingera jako rownania ruchu, jest to
malo praktyczna droga. Proponuje si¢ w opisywanym formalizmie zaniedbanie cztonu
kinetycznego w hamiltonianie /;. Czlon ten mozna w nastgpnych krokach odtworzy¢ na
bazie klasycznych réownan ruchu, np. rownan Newtona. Takie podej$cie umozliwia
zblizenie formalizmu do klasycznej teorii sprgzystosci i wykorzystanie jej poteznego
aparatu. W takim podej$ciu do zagadnienia wyrazenie (3) okresla statyczna energie
materiatu granularnego lub komoérkowego. Minimum tej energii wyznacza konfiguracje
rownowagowa osrodka.

Jednakze zasadnicza cecha osrodka granularnego lub komoérkowego z punktu
widzenia jego wilasno$ci mechanicznych jest mozliwo$¢ pojawienia si¢ deformacji i
zjawisk z nia zwigzanych. Wynika stad konieczno$§¢ wprowadzenia operatorow
deformacji dziatajacych na wektory stanow pojedynczych granul lub komorek dajacych
w efekcie globalng deformacjg calego osrodka [4]. Ze wzgledu na wlasnosci wektorow
stanow operatory deformacji powinny by¢ operatorami unitarnymi w przestrzeni stanéw
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pojedynczej granuli lub komérki. Pozwala to, podobnie jak w mechanice kwantowej, na
konsekwentne wprowadzenie zasad zachowania bedacych istotnym czynnikiem
ograniczajacym mozliwoéci ruchu uktadu. Operatory deformacji moga by¢ zdefiniowane
W nastgpujacej postaci:

N —

ia ( 21(8) (). 83(‘5))

T(g)e(7) =| 3(€1,65,&5)

(7)), ©)
it§=g"(?)

o o(.(8) 2.(8) .(8))

3(E, £.£.) oznacza wyznacznik Jakobiego. Operatory tej postaci sa

dobrze znane z teorii grop przeksztatcef [6]. W definicji (5) funkcja
7= g(¥) ©)

jest iniekcja w R® i moze by¢ jednoznacznie zwigzana z dobrze znanym z teorii
sprezystosci wektorem deformacji u:

=7 +i(7) = (). ™

Deformacja granul lub komérek w osrodku oczywiscie powoduje zmiany zaréwno lokalne;j,
to znaczy w otoczeniu element6éw oérodka, jak i globalnej jego energii. Ta dodatkowa energia
moze by¢ policzona z réwnania (3) poprzez podstawienie zamiast niezdeformowanych
wektoréw stanu ich zdeformowanych odpowiednikow:

Edef[g;vla-‘-VN]z
=§f sdBFk(T(g)vak(Fk))qu)vk(Fk)+
+2f 3 d3ka 3 dSFn {(T(g)¢vk (’—;k))T(g)(pv" (Fn )HZT(g)vak (Fk)

T(g)d)v"(Fn)}_E(Vl’---VN)' ®)

Podobnie mozna uzyskaé gesto$¢ energii deformacji bedacej podstawowa wielkoscig
okreslajaca mechaniczne wiasnosci osrodka. Gesto$é energii mozna otrzymac, co jest
catkiem intuicyjne, z wyrazenia (8) w postaci zawartej w nim funkcji podcatkowej:

Egrlgvi, v n]= [ deaer (8717 w), )
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gdzie ggstos¢ energii deformacji jest dana jako:

Eqgr(g7v1..vy)=

2 i(ug)% F)r (), () +

11 20-0)f (s, ONr (a0, 7))

nk=1

HyT()¢y, (T(£)0y, (F) } —2(v1,..v ).
(10)

W powyzszej rownosci a(vl,...v N) oznacza gesto$¢ energii dla przypadku braku

deformacji. Podobny zwiazek mozna by otrzyma¢ dla pojedynczej granuli lub komorki
znajdujacej sig w osrodku.

Podstawowa relacja termodynamiczng teorii sprezystosci jest zwiazek pomiedzy
gestoscig energii wewngtrznej € ;,; 1 praca W wykonana przez sity napieé wewnqtrznychﬁ

[7]:
de ;e =T1dS — dW, (11)

gdzie T'1 S oznaczaja odpowiednio temperature bezwzgledna i entropie. W wiekszosci
przypadkow, w pierwszym przyblizeniu mozna zaniedba¢ zmiane entropii i utozsamic¢
energi¢ deformacji z energia wewngtrzng ciata. Tym sposobem ggsto$¢ energii
wewnetrznej staje si¢ funkcjonalem deformacji reprezentowanej przez funkcije

deformacji g albo przez tradycyjny wektor deformacji u = (u1 , Uy, u3) = (u xoly, Uy )

Jak pokazano powyzej energia deformacji (8) jest funkcjonatem od wektora deformacji
o$rodka u. Wariacja energii deformacji (dla uproszczenia notacji pominigte sa liczby
kwantowe charakteryzujace poszczegolne granule lub komorki) jest dana nastepujacym
wyrazeniem:

aEdef [ﬁ]=6Edef [ﬁ;Vl,...VN]=6Edef[g—l;'l/1,...'VN]=

3\ OF 4[]
B pot 1 =1 _ ey def 3.
=E 4of [u+<§u] E jor [u] fde rkgl 6uk(7) uk(r). (12)
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Z drugiej strony, jak bylo juz wspomniane, energig¢ deformacji mozna utozsamié z energia
wewngtrzng osrodka ktorej wariacja reprezentuje prace sit wewnetrznych uktadu z
przeciwnym znakiem (patrz rowno$¢ (11):

T OF def [ﬁ]
k 6uk (I_’") (13)

Rownania (8-10) oraz (13) sa podstawowymi réwnaniami proponowanej mechaniki
osrodkéw granularnych i komérkowych. Czg$¢ jednociatowa jest okreslona przez
potencjat 7} (F) opisujacy mozliwe sity zewngtrzne dzialajace na poszczegdlne granule

lub komorki. Czton dwuciatowy okreslony przez oddziatywania pomiedzy granulami lub
komérkami 7, (7,7') jest natomiast odpowiedzialny za wewnetrzne whasnosci

mechaniczne o$rodka. Chociaz tego typu o$rodki moga zmieniaé swoje wtasnosci dosy¢
gwaltownie przechodzac od jednego punktu ciata do drugiego wyrazenie (13) jest funkcja
w miarg gltadka i pozwala kontrolowaé zachowanie sig¢ kazdej granuli lub komorki
oddzielnie. Nalezy takze zauwazy¢, ze wektor deformacji # jest funkcja ciagta pomimo
wystepowania nieciagtosci na granicach granul lub komorek. Obie wiasnosci wynikaja z
mozliwo$ci wyrazenia stanéw granul poprzez funkcje ciagle. Fizycznie jest
niemozliwo$cia odréznienie wektora stanu (funkcji) posiadajacego ,,skok’” w postaci
niecigglosci, od gwattownie zmieniajacej si¢ funkcji ciagtej. Ta wlasnoéé formalizmu
daje mu przewage na innymi bardziej klasycznymi podejéciami.

OGOLNE CECHY MODELI OSRODKOW GRANULARNYCH I KOMORKOWYCH

Okreslone w poprzedniej czgéci podstawowe réwnania mechaniki osrodkow
granularnych i komérkowych dopuszczaja wiele modeli tych oérodkow. Okreslenie
modelu wymaga sprecyzowania oddziatywan pomiedzy granulami lub komérkami oraz
cech samych granul lub komérek poprzez podanie postaci ich wektoréw stanu.

Oddziatywania pomigdzy granulami lub komoérkami teoretycznie moglyby by¢
wyliczone z molekularnej struktury granul lub komoérek. Jednakze jest to heroiczne
zadanie, praktycznie niemozliwe do zrealizowania przy obecnych mozliwosciach
technicznych i stopniu rozwoju metod matematycznych. Skazani jesteémy zatem na
oddziatywania fenomenologiczne, ktérych ogdlne cechy mozna stosunkowo tatwo
poda¢. Oddzialywanie takie powinno zawiera¢ zaréwno czlony prowadzace do
odpychania si¢ granul lub komérek jak i ich przyciagania.

Odpychanie jest konieczne aby caly o$rodek nie ulegt kolapsowi do pojedynczego
punktu, co jak tatwo zaobserwowal nie ma miejsca w przyrodzie. W wickszo$ci
przypadkéw wydaje sig, ze ten czton oddziatywania powinien reprezentowac¢ sity raczej
krotkozasiggowe gdyz w zasadzie wigkszo§¢ materiatdbw nie zapada sig dzigki
bezposredniemu, kontaktowemu oddziatywaniu granul lub komérek, a nie poprzez pola
sit (np. poprzez silne pola elektryczne).
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W przeciwienstwie do odpychania, ktorego dziatanie jest wymagane aby osrodek sig
nie zapadal, dla istnienia o$rodka granularnego nie jest konieczne wystgpowanie
dwuciatowych sil przyciagajacych. Jako przyktad wystarczy wspomnie¢ pryzmeg suchego
piasku gdzie wystgpuje znikome, nie majace znaczenia w opisie jego wiasnosci
przyciaganie wzajemne ziaren, natomiast role sit wiazacych odgrywa zewngtrzny
potencjal (grawitacyjny). Jednakze w przypadku biologicznych materiatow
komorkowych bez istnienia dwuciatowych sit wigzacych nie mozna by méwic¢ o ich
istnieniu. Jak widzimy z powyzszego wywodu relacja pomigdzy sitami odpychania i
przyciagania wzajemnego dyskretnych elementow z ktérych zbudowany jest o$rodek
decyduje o jego rodzaju i zasadniczych wtasno$ciach.

Wektory stanu pojedynczych granul lub komorek w reprezentacji potozeniowej sa
funkcjami opisujacymi przestrzenny rozkfad materii granuli lub komorki oraz zaleznosci
opisujace inne stopnie swobody zwiazane z dodatkowymi (np. tadunek elektryczny,
momenty magnetyczne i inne) wiasno§ciami posiadanymi przez elementy osrodka. Przez
analogie do mechaniki kwantowej wydaje sig, ze wygodnie bytoby interpretowac funkejg
stanu tak jak to sie robi w opisie mikro§wiata jako amplitude prawdopodobiefistwa
znalezienia odpowiednich cech granuli lub komoérki w oérodku. W najprostszym
przypadku, przyjmujac, ze funkcje ¢, (17) opisuja w sensie wspomnianym wyzej rozktad
masy granuli lub komorki, kwadrat modutu tych funkcji przemnozony przez catkowita
mase granuli lub komoérki reprezentuje ggsto$¢ jej masy. Znajac wektory stanow
poszczegblnych granul lub komoérek osrodka, korzystajac ze wzoru (2), poprzez
minimalizacje energii mozna znalez¢ jego stan podstawowy. Odpowiednio
parametryzujac wektory stanow, gdzie np. zmiana parametréw odpowiada zmianie
ksztaltow lub rozktadu masy minimalizacja energii catkowitej do pewnego stopnia
okresla takze wektor stanu.

Cecha charakterystyczna oérodkow granularnych jest wystgpowanie porow
pomiedzy granulami. W opisywanym formaliZmie pory wystgpuja w obszarach
zerowania si¢ (w praktyce bliskich zeru) warto$ci wektorow stanéw w reprezentacji
potozeniowej. Pory te nie maja swojego wkladu w gestos¢ energii i ich rozklad w istotny
sposob wplywa na wiasno$ci mechaniczne o$rodka. Takze dwie granule lub komorki
ktorych wektory stanu sig nie przekrywaja w sensie iloczynu skalarnego okreslonego w
przestrzeni stanéw (w szczeg6lnosci oznacza to, ze sa geometrycznie rozdzielone w
przestrzeni) moga byé poza zasiggiem oddziatywania co sprawia, ze odczuwaja tylko
wplyw najblizszych sasiadow a nie wzajemne oddziatywanie. Cecha ta, ktéra wydaje si¢
takze byé charakterystyczng dla oérodkow granularnych i komoérkowych, wynika
bezposrednio z konstrukcji przedstawionego formalizmu. Ma to swoje konsekwencje dla
jednej z najbardziej fascynujacych wiasnoséci osrodkoéw granularnych i komérkowych
jakim jest pekanie. Jako$ciowa analiza rownan poprzedniego paragrafu wskazuje na
mozliwo$¢ opisania przez nie tego procesu. Zaczyna on zachodzi¢ w tym miejscu gdzie
dwie sasiednie granule lub komérki maja nie przekrywajace si¢ wektory stanow i
wychodza poza zasieg oddzialywania przyciagajacego. Przyczyna powodujaca takie
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zachowanie si¢ wektorow stanu moze byé potencjat zewnetrzny doprowadzajacy do
okreslonej deformacji oérodka lub rozchodzaca sie w nim np. fala naprezen
mechanicznych.

Powyzej wymienione sa tylko niektére ogdlne wiasnosci wynikajace z
przedstawionego formalizmu. Roéznorodno$é zjawisk i zachowan sie osrodkow
granularnych i komoérkowych jest tak wielka, ze nie ma mozliwoéci przeanalizowania
wigkszosci z nich w ogélnej postaci. Nalezy w tym celu rozwazy¢ konkretne modele i
zbadac ich zachowania rozwiazujac odpowiednie dla nich réwnania. Oczywiscie, nalezy
sobie zdawa¢ sprawg z konieczno$ci dalszego rozwoju samego formalizmu.
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MECHANICS OF GRANULAR AND CELLULAR MATERIALS
A.Gozdz
Institute of Physics, UMCS, M. Curie-Sktodowska Sqr. 1, 20-031 Lublin

SUMMARY

Elements of new approach to the unified description of granular and cellular agrophysical materials is
proposed. The idea is based on a quantum mechanical type formalism allowing to introduce the state vector for



MECHANIKA OSRODKOW KOMORKOWYCH I GRANULARNYCH 65

the individual cell. Itallows to construct the total state vector in the form of the simple product of the single cell
state vectors by minimization of the total energy of the cellular (granular) medium. In principle the energy
should be determined from microscopical interactions among cells. In practice one can postulate the more
simple phenomenological interactions describing the most important features of the agrobiological media
under considerations.

As first step widely analysed the geometrical limit of the granular materials (the model of hard spheres) is
considered. It is usefull for simple analysis of some porous materials and flow of the water through it. This
limit can be also obtained from the more general approach mentioned above. Depending on the form of the
single cell state vector, describing the probability amplitude of finding a given mass distribution in the cell,
and the interactions within cells one can simulate and calculate different mechanical properties of the media.

The real granular or cellular media are arranged by a stochastic or nearly stochastic mechanism. To
construct the models of the media one need to use the computer simulation with the appropriate random
number generator. In this way one can obtain the appropriate geometry of the medium and its mechanical
properties like stress-strength relations. This powerful tool seems to be flexible enough to reproduce, for
example, the distributions either grains in the container or cells in a biological material.

K ey w ords: mechanics, granular media, cellular media



