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WSTEP

Przedstawione prace stanowia pewna calo$é opisu osrodkéw materialnych wyste-
pujacych w rolnictwie. Uzycie operatoréw sumacyjnych mialo na celu przeniesienie
teorii o$rodkéw ciaglych na osrodki dyskretne, Wszystkie bowiem rozpatrywane
w rolnictwie o$rodki mozna z pewnym przyblizeniem potraktowaé jako oérodki dys-
kretne badz dyskretno-ciagle. W przypadku tych pierwszych uzyte metody elementéw
skoniczonych (MES, FEM} ograniczajg sie do rozpatrywania ukladéw pretowych. Jak
si¢ okazuje uklady takowe moga by¢ ciatami strukturalnymi co bedzie odzwierciedlone
w odpowiednim zapisie. Po prostu ich macierze bgda uwzglednialy znacznie wigcej
wyrazéw niZ to jest w przypadku jednorodnych osrodkéw izotropowych sprezystych.

Budow¢ réwnan rdwnowagi i zachowania (a tym samym réwnan ruchu) oparto
o podejscie wariacyjne wprowadzajac do funkcji materialowej osrodka jego geometrie
poprzez uwzglednienie tam tensora krzywizny.

Opis koniczy si¢ omdéwieniem pewnych zagadnien probabilistycznych zwiazanych
z konstrukcja tzw. M — rownania (M - eguation), ktére to réwnanie pozwala na osza-
cowanie gestosci prawdopodobienistwa zachowania sig¢ materialu czyli inaczej mowiac
okreslenie owej gestosci dla rozwiazan réwnan zachowania.

Ponadto calo$¢ stanowi analize poszukiwan réwnan konstytutywnych (zawartych
w postaci funkcji materialowej) dla roslinnych o$rodkéw wielomodulowych.






UWAGI ZWIAZANE Z UZYCIEM OPERATOROW SUMACYJINYCH ¥, , %,
2 n
Cz. L. Ogolne zaleinosci

Andrzej L. Marciniak, Andrzej Fijolek
Katedra Maszyn i Urzgdzen Rolniczych WTR, Akademia Rolnicza, Lublin
Jerzy Podgérski, Piotr Sieczka
Wydzial Inzynicrii Budowlanej i Sanitarnej, Politechnikn Lubclska, Lublin

Synopsis: Funkcja £ jest tredcia rownania Konstylutywnego wigaqeego obickty odkszialeenia oraz
silowe.

Slowa kluczowe: Opcratory sumacyjne, obickty metryczne, obickt @, , funkcja £ oraz funkcje termodyna-

miczne, wektory bazowe, metryka,

W pracy [2] operatory te zostaly zdefiniowane oraz wykorzystane w budowie réw-
nan bedacych slabymi catkowymi prawami zachowania. Oto one:

);(q:;h e Aéf)ﬁh%‘,q; g, Al=3,(1+3, X1+3, )% &, =9,(1+9, Y1+3,)0,,
TR3E, AQ = {1+, Xt +3,X1 +9,)P,
%‘,m;Mfé’aAQ=9¢(1+5‘WXI+3A)11_/.;¢.

3053, 80=(+9,)i+2;) +9,)L,

S ooy 45080 &1 cos” O RAE ()

_ a s pe AP S { -
_gemao[%ag g, (S)" (o2 ) cos™ B7 ﬁ)|¢+I]]Al'l_

= g e,,ur{q:, ¢[A§fg;:: (@%)" cos™ ﬁr{;,)lﬁ*'lHAéf +

Aéf}é’a All =
@

)

E — suma ,,powierzchniowa” bedaca odpowiednikiem calki powierzchniowej
n

+qf¢|:A§fg;:I (e5) cos™ 7{‘-])|¢+l}‘|

=8¢(I+BVXI+3,\)E¢:W [Q_;

(~)+0,(~)
B
gdzie: (-)|¢ — przyrost kowariantny,

wyst¢pujaca przy sumowaniu sil i momentéw powierzchniowych,
Y, —suma,objetosciowa” odnoszaca si¢ do sil i momentéw objetodciowych,

]
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g%, my, —wzajemne obiekty napigcia ze wzgledu na gérny znak,
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G — por Y = ooy ay By
(E.)- [0 + 2?-- [ + (g-- Vylﬂ +a-'rvl

-3
P=p"Z
2V1|y) - obickt me-
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tryczny przemieszczenia,
o, f =¢," ¢, — obiekt bedacy odpowiednikiem 8-Kronckera dla B’ = 0 (vide

rys.1).
Pozostale objasnienia zamieszczono we wspomnianej juz pracy [2].

Rozwiazaniem réwnan sumacyjnych stanowiacych tre§¢ slabych praw zachowania
beda w gruncie rzeczy zalezno$ci f wiazaca funkcje materialowa Lagrange’a £ (oraz
ewentualnic inne funkcje typu termodynamicznego) z obicktami geometrycznymi zwia-
zanymi z silami objeto$ciowymi. Poniewaz funkcja £ zalezy od przyrostéw kowariant-
nych wspélrzednych a te z kolei mozna wyrazi¢ jako odksztaicenia, wigc ostatecznie

bedzie
f{ﬁ({f,t.s,,...) o mf,,...}:O (2)

Na funkcjg € bedzie nalozonych dodatkowo szereg warunkéw wynikajacych z silnych
calkowych praw zachowania. Ponadto w szczeg6lnych przypadkach bedzie mozna
zastosowac opis przestrzenny ktory eliminuje wspéirzgdne Lagrange’a. W ten oto spo-
sob bedzie mozna na podstawie uzyskanego rozwiazania f poda¢ zaleino$¢ konstytu-
tywna pomiedzy silami i odksztalceniami.

Zestawiaja zaleznosci (1) i (2) z réwnaniami wynikajacymi ze slabych praw zacho-
wania mozna powiedzie¢, ze operatory 3, , ¥ zwiazane s takimi obiektami jak:

2 n

promiei wodzacy ¥ (opisujacy w duzej mierze osrodek poprzez parametryzacje jego
przestrzeni), wektory bazowe &,8/, & ,&87 .3 ,3! obickty metryczne g, g%,
Gy, G, wspblczynnikami koneksji, przyrostami kowariantnymi, obiektami krzywizny,
translacja wektora, geometria wektorow powierzchniowych - brzegowych, stanem od-
ksztalcenia poprzez funkeje typu 2, stanami obcigZenia, réwnaniami réwnowagi i wa-
runkami granicznymi. Jest wigc to zamknigty cyk! stanowiacy podstawe teorii ruchu.
Na jej podstawie oraz silnych prawach zachowania mozna konstruowaé posta¢ funkeji
£

Wystepujace przesunigcia skoficzone AZ', okreslone przez przyrost kowariantny
wspolrzednych sg bezwzglednym wektorem kowariantnym. Z kolei przyrost kowariant-
ny skalara a jest gradientem a|(_) tylko wiedy gdy

a,| . -akL‘ =0. 3)

Gradicnt jest tutaj wektorem kowariantnym odchylonym o kat B' od normalnej do

wspolrzgdnej &' (skladowej kontrawariantnej).



Rys. 1. Rozkiad wektora ! oraz definiowanic kata ﬁ'

Ponadto zwiazki migdzy wartosciami funkcji tensorowych w réznych punktach nie s3
zdefiniowanej w zwyklej algebrze tensoréw. Musi by¢ zdefiniowane przesunigcie réw-
nolegle dla geodetyk poprzez przyréwnanie do zera przyrostu kowariantnego. Sam
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przyrost jest funkcja polozenia. Obiekt @ o n® skladowych Qy jest bezwzglednym ko-
wariantnym tensorem rzedu drugiego wtedy i tylko wiedy, gdy

}j%g,k ab=a (4)
kazdych dwéch bezwzglednych kontrawariantnych wektoréw o skladowych o' oraz b*.
Tutaj o jest skalarem bezwzglednym dla kazdego bezwzglednego kontrawariantnego
wektora @ o skladowych a' oraz gdy Qu=0y. Ostatnia uwaga wraz ze wzorem (4) ma
zasadnicze znaczenie przy obliczaniu przyrostéw kowariantnych tensordéw rzedéw r= 2.
Nalezy nastgpnie oméwic blizej zagadnienia zwiazane z wektorami bazy. Ot6z wyj-
$ciowe definicje zwiazane z katem B’ sq przedstawione na rys. 1 oraz w pracy [2).
Dalsze uwagi zwiazane z rozkladami przedstawiono na rys. 2 i 3.

Ti=18'

Rys. 2. Rozklad wekiora T dla kata ﬁ' > ﬁz
Z rys. 2 wynikac beda nastgpujace zaleznosci

-

-, .‘I -1 - = -,
T=T'+T'=T+T,=T'+T:, (5)

- = 2 - =2 2
gdzie: T'=T-T7", T;=7;-T73,



a nastgpnie

T -T+T-T; =(?,'+T; ]— ['7",' +17 ] (5.1)

— —"
-— -

Rys. 3. Rozklad wektora R dia Lala ﬁ' < ﬁ:
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Natomiast z rys. 3 wynika m. in. wazna zalezno$¢

Ry = "’[" 2 ﬁ')+€fx(§;x3f]. )

Wielkosci dane zaleznodciami (5), (5.1), (6) moga by¢ wykorzystane w definiowa-
niu obiektéw geometrycznych wystepujacych w funkcji struktury oraz opisie procesu
roboczego.

Na rys. 4 przedstawiono schemat definiujacy wektory bazowe

- . O4F
e, = 7
A Ag;l ( )
Katy migdzy wspolrzednymi w dwdch kolejnych punktach nie sg stale, o= ¢,
VRV, Y.
Same wektory przyjma postad

€ = £, {cosp cosy +cos(a,, +p')cos B cos(a,, —w) M+
+&,fcos(a,, - @) cosy + cos@’cost cos(ar,, - ) 1+ &, {cos(a,, — p)cos(a,, — w)}

g, =¢ {cos@cos(ar,, +w) + cos(a,, + @’)eosdcosy’) + ®
+¢&,{cos(ey, - @)cos(ay, +y’) +cos@’cosBcosy’ 1+ & {cos(a,, — B)cosy’}

€; =€, cos(q, , + @) cos(ay, + 1) + &, cos@’cos(ay; + 1) + €, cosdy.

Na zakonczenie nalezy podac zestaw zaleznosci zwigzanych z wektorami bazowymi:
8; =68, g =detg, ilgul, Jg,} =] )]

o|=leet| 1= JFng = frwag, pr=(sst]fas 0o
e = = yJz,a% &50? = fpatal , itp. (1)

i AE' AE
i -
€, XEy =€, (E_”cos ‘ﬁ”) (e_ cos” ]3“) (E_”cos" ﬁﬂ)éef‘_z g, (13)
Ly EaXE
Setr=EE! T :Q:Jgjcosﬂ"
IE,, xEﬂ| =€, (€7 cos™ }3’)=|€a| ing,,2,), (14)
g¥=zar et (15)
& =z,g80), 7 =2g,. ), (6)

a; '-aig_(afkr, a, =a‘.8n(a:k)q'



gdzie:
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a fql #0— wyznacznik macierzy al, , [&,"q]r - transpozycja macierzy, kiérej elemen-

tami sq dopelnienia algebraiczne elementéw macierzy (oc,‘; )
Z Ei=|'e',||§i|sin(¢,‘,+,+ B')=al, @t =[g|[!|sinBt =al (18)
Na uwage zasluguje fakt, ze szczegdlnie waznq rzecza jest obliczanie odleglosci
dang zaleznosciami (10). Dla wspdhrzgdnych sferyczno — kulistych, majacych zastoso-
wanie w opisie przestrzeni stanu, o odleglo$¢ przedstawiono w pracy [2]. Dalszym

rozwinieciem tego zagadnienia jest podanie zmodyfikowanej dla potrzeb geometrii
stanu metryki Kihlera [1].

Litcratora

I. KOSTYRKIN A.l., MAURIN 1.1 Algebra liniowa i geometrie, PWN, Warszawa 1993.
2. MARCINIAK A.L.: WWstepny opis roslinnego osrodka siatkowego Zdiblowego. Rozprawa habilitacyjna,
Lublin 1995,

Streszczenic

W pracy wskazano na powinzania operatoréw sumacyjnych z funkcjami Lagrange’a (£ a takze termody-
namicznymi). Powigzanic to realizowane jest poprzez rozwiazanie rownan wynikajacych ze slabych praw
zachowania. Posta¢ funkcji £ wynikajaca z silnych praw zachowania i samego rozwigzanin wiaze obickty
odkszialcenin oraz silowe, Na jej ksztalt rowniez duzy wplyw beda minly wektory bazowe oraz metryka.



UWAGI ZWIAZANE Z UZYCIEM OPERATOROW SUMACYJNYCH ¥, , ®
a n
Cz 11, Zwigzki z calkami
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Synopsis: Zasadnicze zaleznosci zwiazanc 2 analiza operatoréw sumacyjnych sq podobne jak uzywane
w tachunku wektorowym.

Stowa kluczowe: Rozniczka absolutna, operator sumacyjny liniowy, twierdzenia o div, rot i grad.

W objetosci przestrzeni lanu V(%) kazdemu punktowi (§',§2.§3) przypisana jest

jedna n-ka liczb rzeczywistych. Temu punktowi ponadto przypisany jest wektor badz
wektory a takze obiekty wyzszych rzedow. Linie pola (pola pradu) wektorowego maja

w kazdym punkcie 7 kicrunck pola wektorowego F(7) i sa okreélone réwnaniami
DFxF(F)=0, DE':DE*:DE=F, :F,:F, (n

gdzie:  D() - rézniczki absolutne.

Wzgledna gestosé linii pola w kazdym obszarze (F) jest proporcjonalna do wartosci

bezwzglednej If" (F1 pola wektorowego.

Dywergencja dowolnie rézniczkowalnej diady A w przestrzeni Riemana jest to
wektor V-4, gdzie operator V dziala jak wektor kowariantny. Bedq tutaj zachodzily
zaleznosci [2] - diada V.7 jest gradientem wektora a (grad a)

V(cA)=aVA+AVe,  V(d-A)=(Va)-A+(VAT)-a,

. 7 _ 2)
V(A-a)=(Vad) A" +(VA)-a,
gdzie: (-)" - macicrz ransponowana.
Nastepnie
SVAAQ=FAA-B, Y ViAV=EAAG, TVXEAQ=FAX®,
£ n 2] n n Q (3)

zv[®a]AQ=§Aﬁ[@51 BAA[VX®]=F AFx®

gdzie: 3 - suma liniowa bedaca odpowiednikiem calki liniowe;.
o

Niech dwuwymiarowa przestrzefi Riemana % bedzie ,,zanurzona” w tréjwymiarowej
przestrzeni euklidesowej E°. Mozna wowczas méwié o poréwnaniu wektoréw na po-
wierzchni (1. ich rzutéw na powierzchnie styczna) w réznych punktach sasiednich. Dla
sum oznaczonych bedzie

¥ 7()As = tim , x m(s. ~5) (4)

crlfll maxls; =5, =0 {iz) )= {imm) As
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gdzie: ab - oznacza huk,
[a)

a=5p<5<5:3<..<5y=b, 5,55 55, i=1..m

T 9(5)As = TEV(DAs + EEv()As + ¥ Ev2(5)As, (5)
# I o o

gdzie: vi(s)As - rzuty wektoréw V na osie et
Dla przestrzeni trojwymiarowej bedzie

FAFXF(F) = ED—Fx F(PAs=
. .

(6)
_ Dg* R DEY, (D& 7 DE b Dg
= E[e'[F’ vt vel MC i yvaatilyed b Z as 2y B

c
Element powicrzchniowy AA mozna wektorowo przedstawi¢ nasigpujaco

M:(-D—sz]mmv: E,[Dé:z DE' D& DE? ]+
L

Au  Av Au Ay Au Av
Ez[na:’ DE' _DE' Dé’] [ &' bg* _ bg* DE! I'AuAv

)

Au Av A Av Au Ay A Av

natomiast wyrazony skalamie przyjmie postaé
= pr

=% &x—rAuAv = Jalu,v)Aulv.

An  Av

Wreszcie zasadnicze operatory rozniczkowe zapisane operatorami sumujacymi bgdg

mialy nastgpujace postaci

AA= i|M|

EAAD(S)
NV b= fligg e —
grad®(Fy=V-d g_l_l:ll] ) ,
nl

) ) ]gAE F(p)

dtvF(r)=V-F=£!£5—X“T—' &
0
) ) ?Aﬁi X F(p)
rotF(r) =VxF =£r_r:(1] —-—ZT-,
a,

gdzie: &- promien obszaru IT,.
Przedstawione pola nie zaleza od wyboru ukladu wspélrzednych.
Rozniczka zupeina funkcji skalamej ma postac

Do + AT, D¢ +AF.

a gt g O

DO =4l AE'+...=AFgradg = (AF V) = AR,
el
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gdzie: 7, rzuty wektora ¥ na wspdlrzedne &',
Natomiast rézniczka zupelna funkcji wektorowej przyjmuje postaé
~ \-. _ DF DF DF
Gv)F=c, 22+ O O i
Przyrost kowariantny kierunkowy ma postaé

=GV, J+5,(GVF, J+56VE.) o)

+..= (@ V), (11)
El
Z zaleznoicia (8.3) zwiazane sa nastepujace fakty. Niech bedzie

DY .
E— Ca.t'ag@

+cosa,, ¢
& J

. DF. DF, DF, DF, DF, DF,
VxF(F)= vE - Aﬁz = Aé' - Aéj = N;z - Aﬁl =0. (12)
Jezeli €2 jest obszarem jednospéGjnym, to funkcja ¢ jest okreslona przez funkcje wekto-

rowa F z dokladnoscia do stalej addytywnej. Gdy zamknieta droga calkowania C lezeé
bedzie w Q, to suma krzywoliniowa

§Aﬁ F(p) = ;z}Aﬁ F(p)=-[®()- o(@)] (13)

bedzie od drogi C niezalezna. Suma krzywoliniowa :ApF(5) po okreslonej za-
©

mknigtej drodze C lezacej w Q (,krazenie” pola F (r) po linii C) bgdzie zerem. Zalez-
no$¢ (13) oraz ostatnie stwierdzenie nie beda mialy miejsca w przestrzeni stanu 7,
z racji jego zakrzywienia. Jezeli  jest obszarem wielospdjnym to funkcja ¢ moze byé
wicloznaczna. Jezeli

DF,, DF,

=0 (14)
to jest to jednocze$nie warunek konieczny i wystarczajacy aby wartoéé sumy krzywoli-
niowej

glF.(é'.éz)Aé'+F.(¢',¢=)Aé=l (15)

nie zalezala od drogi sumowania. Funkcja znajdujaca si¢ pod operatorem sumacyjnym
misi by¢ przyrostem zupelnym dla niezaleznoéci drogi sumowania. Tak oczywiscie nie
begdzie w przypadku przestrzeni stanu 2.

Gdy pole —F(F) jest gradientem V¢ (7)pewnej funkcji skalarnej funkcji polozenia
¢(F) uzyskuje si¢ przyrost kowariantny zupelny.

DF-F(F)= Q.A§'+Q,A§’+@,A§‘é—m.v¢. (16)

Funkcja ¢ jest potencjalem skalarnym pola wektorowego bezwirowego tj. takiego dla
ktérego
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L DF,, DF, DF,
VF(F)=0, MY =0 (17)

Funkcja F(F) jest bezzrodlowa wowezas, gdy F(F)jest rotacja V x A(F) wektorowej
funkcji polozenia ﬁ('r') bedacej potencjalem wektorowym pola F.

Znajdowanic funkcji F sprowadza si¢ wigc do rozwiazywania rownan sumacyjno -
roéznicowych,

W przestrzeni stanu 2, z racji obecnosei obiektu krzywizny nie beda zachodzic nastg-
pujace dwa twierdzenia.

Twierdzenie Helmholtza: Jezeli w kazdym punkcie (7 ) obszaru Q dane sa div i rot

funkcji wektorowej F , to wiaze sig z tym, ze w kazdym punkcie (7 ) funkeje F mozna
zastapi¢ suma bezwirowej polozenia I_':, i bezZrodlowej Fz tj.

F=F+F, VxF =0, V.F,=0 (18)
Twierdzenie drugie: Przy dodatkowym zalozeniu, Ze w kazdym punkcie powierzchni

jest dana skladowa normalna F (F)ﬁ funkcji F, oraz funkcja F jest okreslona

jednoznacznie (twierdzenie o jednoznacznosci).
Natomiast bedzie spelnione twierdzenie Stokesa

EMxF(P) = TAFFF). (19)
n @
Suma krzywoliniowa funkcji F po zamknigtym konturze © jest réwna strumicniowi
pola wektorowego Vx F przeplywajacego przez powierzchnie ograniczona linig C,

BAAX V)X F(F) = EAFXF (). (20)
n [

Powyisza zaleznosé zachodzi dla wektora A. Natomiast jezeli funkcja F jest funkeja
skalarng F =¢ to wowczas bedzie zachodzil zwiazek

BAx(Vo(F)) = ZAFD(F). 21
n L :]

Zwiazki pomiedzy sumami objetosciowymi Y. a powicrzchniowymi B zostaly zesta-
n n

wione w tab. 1.
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Tabela 1. Zaleznoci pomigdzy sumami objgtosciowymi i powicrzchniowymi

Tw. odiv - . } -
(tw. Gaussa) %,VF(P)m=§AAF(r) (i)e Q beTll
_ I Fidmajag | Warunkiem dosta-
Tw. oror 2 VxF(PaQ= %AA X F(r) prz$rosl§/ tecznym jest istnie-
= kowariantne | hic odpowicdnich
Tw. o grad VD(FIAQ = BAAD(F sum bedacych od-
%’ §2 % e powiednikami calek
Tw Greena | & VOVWAQH Y wAGAQ = Operacja div obniza o jeden rzad
o a obicktu. Funkcje ¢ i y posiadajg dru-
=BA. A(PVD)=EV D¢ A A gie przyrosty kowariantne.
n n Au
Tlag-payha=
=EAA- V9 -¢Vy)=
=F \Pﬂ_(bﬂ A.
n| Au Au
Przypadki B - Db -
szczegdine %A'I'AQ“ %AA‘W - %EAA
Twicrdzenie Gaussa
§|V¢|‘AV + %‘,¢A¢AQ =
- Db -
=BAA[pVp)=Ep——AA
n n Au
Literatura
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Streszezenic

Przedstawiono zasadnicze wzory przeniestone 2 analizy wektordw do rachunku zwiazanego z przyrostami
kowariantnymi. Zwrdcono uwagg na nie zachodzenic pewnych twierdzen (Helmholtza i o jednoznacznosci)
w przypadku, gdy przestrzen bedzie zakrzywiona. Twierdzenia o div, rot i grad bedy wyrazaly si¢ podobnie






DYNAMIKA SIATKI ROSLINNEJ
Cz. 1. Wprowadzenie do obliczeii wariacyjnych

Andrzej L. Marciniak, Andrzsj Fijolek
Katedra Maszyn i Urzadzen Rolniczych WTR, Akademia Rolnicza, Lublin
Jerzy Podpérski, Piotr Sieczka
Wydzial Inzynierii Budowlanej i Sanitarnej, Politechnika Lubelska, Lublin

Synopsis: Jako wprowadzenic do obliczen warincyjnych nalezy zdefiniowaé wspolrzedne w zmiennej
przestrzeni (12). Chodzi zatem o zdefiniowanie przyrostéw wspélrzednych.

Stowa kuczowe: Wspblrzedne Lagrange'a i Eulern, funkcjonal dzialania, funkcja materinlowa, parametry
ruchu.

Dla potrzeb budowy: slabych i silnych praw zachowania, warunkéw niezmienniczo-
sci oraz przestrzennego tj. we wspolrzednych Eulera, przedstawicnia zagadnienia po-
trzebne jest zdefiniowanie ujgcia wariacyjnego.

W stanie naturalnym, tj. w przestrzeni &, (t = t,) polozenie punktéw osrodka B wy-
znaczaé bedzie wektor 7 = (.T-‘.: 53,53). Bedzie to jednoczeénie konfiguracja odnie-
sienia. Wspélrzedne % (A=1,2,3 dlan=3) bedg zatem identyfikowaé punkty mate-
rialne, sa po prostu ich numerami. Ale nie tylko. Dzigki edpowiednio zdefiniowanym
wspélrzednym E% bedzie mo2na opisa¢ zmiany w strukturze oérodka a takze szeroko

rozumiane pola zewnetrzne. Punkty te w chwilach ¢ > 1, tworza konfiguracje osrodka ®
w przestrzeni, zapisane jako

E=EBr)=tEru)el=g B0l M
gdzie: {E;‘} — uklad wspélrzednych materialnych - wraz z  sq to wspélrzedne nie-
zaleine,

k_‘ } - ukiad dynamicznych makro-wspéirzednych przestrzennych,
f r.} - ukiad dynamicznych mikro-wspélrzednych przestrzennych.

Oznaczenie £, badZ =4 moéwi, Ze réznoindeksowe skladowe kowariantne i kontrawa-

riantne nie s ortogonalne i ze w wartosci owej réznicy miedzy tak definiowanym kie-
runkiem kowarianinym a ortogonalnym do kontrawariantnego tkwié¢ beda pewne wiel-
kosci trudnodefiniowalne, istotnie wplywajace na zachowanie si¢ o$rodka [1].

A zatem odcinek materialny 42 laczacy dwa wyr6znione punkty materialne — dwie
czastki — w wyniku ruchu a w tym takze deformacji, przeksztalca sie¢ w odcinek
dE Er) Zatem punkt w danej konfiguracji opisze wektor @:(ﬁ_‘, 1 £ ) Przejécie
dE — d€ opisuja zaleznosci
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. 2)
' eq,, Eeg, J=l§‘ |

- =1, El-2 ! =ul, §:=E_’+::.(:_L,E, , =8y ) opis Lagrange™a,

. . (3)
E, =& -u, ‘({_‘, EXEN !)— opis Eulera.
Tensory odksztalcenia przyjma dwie postaci:
w opisic Lagrange’a
- tensor Greena
€= '(g | +eak vl +alivl], fe) @)
— lensor obrotu Lagrange™a
i
U im Fym myym
(g V a""v' I -a"”v' |MV’"|L) (5)
— przyrost wspotrzednej
AE! = (5] + el +il)as! ©)
w opisic Eulera
— tensor Almansiego — Cauchy’ego
i
it = {atvi), +alve], —oivi| Vil ) )
— tensor obrotu Eulera
(ng .MVM| _qu V.nl V.ul,) (8)
- przyrost wspolrzednej
=l =) -n2 -x)agl. ©)

Odksztalcenia (4), (5) i (7), (8) sa zwiazane bezposrednio z obiektami odksztalcenia
catkowitego [1].

Wspolrzedne £/ i E! sa elementami zbioru tworzacego przestrzen funkcyjng osrod-

ka. Kazdemu takiemu elementowi jest przypisana liczba ([3], 5.222)
Wl EA1))e Tea. . A (10)
{Ix,..T

gdzie: & jest funkcja opisujaca wlasciwosci dynamiczne odrodka. Funkcja ta musi mieé
budowe odpowiadajaca rzeczywistym cechom badanego ciala. Musi by¢ zatem zgodna
Z wymkaml badan. Stanowi ona podstawe do klasyfikacji materialéw. Ponadto wyni-
kaja z niej slabe i silne prawa zachowania a takze warunki niezmienniczosci. Te ostatnie
nakladaja na nia analityczne ograniczenia. Poniewaz rozwiazanie réwnaf bedacych
slabymi prawami zachowania moze by¢ przedstawione w postaci obiektéw silowych
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wigc w gruncie rzeczy zwiazek funkcji £ z tymi obiektami jak sie okaze bedzie trescia
rownan konstytutywnych.

Funkcje £ tworza: zmienne dynamiczne !, zmienne niezalezne =X i 1 oraz po-
chodne zmiennych dynamicznych wzgledem zmiennych niezaleznych, Zmienne dyna-
miczne . sa warunkami koniecznymi istnienia ekstremum funkejonalu (10).

Z zasady stacjonarnosci wynika, ze ta czgéé wariacji W, , ktéra wynika z wplywu

na nig funkcji dynamicznych bedzie réwna silom zewnetrznym przyjetym ze znakiem
minus.

Wariacje wspélrzednych £ i =¥ beda przedstawione jako sumy szeregu Taylora

f(‘:l +hy, &+ iy, 6, 1, )' f(;hé!""ign)=
m I .
= EJJ((')I% I+ Ol b+ 40y h,,) f+R,.
Roéznice (11) mozna zapisaé nastepujaco
f(§1 +hEs+iy, . L, +h, )— f(é,,éz,...,§")=

¢ 1
=0l o+ Ol o b O 1) £ +5((-)

an

2 2 3
Lo I E (-)|5) (ot (-)|¢“,. "+

+ (.)|§l€z Inhy + (-)|51 g Ty + (-)|€‘5’ Iy + (')le-ﬁ. Inhy + ...

(1.1
ot Ol Il + Ol g Rty + O by + O Iy ..

ot Ol Pl + Ol By bt Oy Byl + Oy, Bt}

Biorac pod uwagg zaleznoéci przyrosty kowariantne zapisane jako

(7 ey Je.aEmagr =3, F={fF+afF RS2 AERAE?,

(], - £ FFaeraes =8, 7 =(r; +a£)3,F raeracs,

(11.2)

wiec wystepujace we wzorze (11) sumy drugich pochodnych kowariantnych bedzie
mozna zapisac jako

((')L; +(-)|'_j)h,.h = (2(-)|'j +{()+ A(-))m[,'"m)lziia = (2(-)|,.j +{()+ A(-))%ijj)h,h o (11.3)
gdzie: M\, 3fm - obickty krzywizny.

Funkcja £ mimo skoficzonosci przyrostow jej argumentdw moze byé ciagla. Jednak

zawsze nie musi tak byé. Dlatego tez lepiej bgdzie, uwzgledniajac wariancje: §EF -

zmiennych niezaleznych, gdzie np. = =8¢, a nastepnie Sy’ - zmiennych zaleznych
oraz § £ - funkcji materialowej, do ich tworzenia braé¢ réwniez ich wyrazy nieliniowe.
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Funkcje q?'f(E.-f), wystapia w przestrzeni %, =QxT =(Q+AQ)x(T +AT) isa
w tej przestrzeni definiowane przez ciagi funkcji W.,... 07" okreslonych w &, wraz

z pochodnymi. Dla takiego przeksztalcenia wystapi najmniejsza liczba m jego parame-
trow. Bedzie zatem

B4 SR e0) Sa(zP0)2zs, (E422)e b, (12)
AR T WA ) SN AR

A

Jezeli w rozwinigciach wariacji Sy i 62! uwzgledni si¢ wyz2sze, nieliniowe wyrazy,

to wowczas nalezy do liczby parametréw dodaé iloczyny i potegi €, £ oraz £, kidre
wdwczas stang sig nowymi parametrami.

Przyjmuje si¢, ze parametry £,e%,2" sq niezalezne od wspolrzednych E,¢ cho-
ciaz, jak to wynika z drugiego twierdzenia E. Noether, moga one by¢ dowolnymi funk-
cjami.

Dla przeksztalcen tworzacych grupe bgdzie mozna zapisac [2 + 7]

EX =QrE +EL, F=t+e, (13)
gdzie: ef =V}, QF =el' =Gy, "Ly, @,
Nalezy pamietac, ze G="§+2§ =G, + Gy + G, — jest czescia antysymetryczna od-

ksztalcen. Natomiast £= L +%L,+7L, i @,, gdzic(D,¥,A)=k to czesé syme-
tryczna odksztalcenia oraz skrgcenie. Wielkosci te powiazane sg poprzez wektor prze-
mieszczenia v oraz wektory baz z np, fotograficznymi wynikami pomiardw.
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Streszezenic

Przedstawiono definicje wspdlrzednych a takze obicktéw odksztalcenia w opisie Lagrange’a i Eulera.
Przedstawiono takze definicje funkcjonalu dzialania Wn oraz zdefiniowano sposdb obliczania przyrostéw
funkcji a takze wspblrzgdnych (12). Zdefiniowano tak2c przekszialcenic wspolrzgdnych, gdzic macierz

QI‘,‘ = 8: : WYTaZono przez antysymelryczng ﬁ , symelryczng L czesé odksztalcenia ornz skrgeenic 4.



DYNAMIKA SIATKI ROSLINNEJ
Cz 1L Obliczanie wariacji funkcjonalu dzialania

Andrzej L. Marciniak, Andezej Fijolek
Katedra Maszyn i Urzgdzen Rolniczych WTR, Akademia Rofnicza, Lublin
Jerzy Podgdrski, Piotr Sicczka
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Synopsis: Wyliczenic warincji funkcjonalu dzialania jest podstawowym elementem opisu ofrodka
Tutaj nalezy zwrdcié uwage na konicczno$é wprowadzenia pewnych uproszczen, ktore
umozliwiaé bedy przeprowndzenie rachunkdw,

Slowa kluczowe: Funkcjonal dziatania, warincja funkcjonalu dzintania.

Zagadnienie obliczania wariacji funkcjonatu dzialania jest niejako centralnym pro-
blemem mechaniki oSrodkéw. W przypadku oé$rodkéw rolniczych szczegdine miejsce
w tym problemie zajmuje dokladnodé¢ wyliczen zwigzana z zaloZeniem o nie infinite-
zymalnosci parametréw ruchu. Nalezy tutaj mieé rowniez na uwadze sprawdzenie, czy
zbidr zaleznosdci stanowiacych przeksztalcenie ma wilasnosé grupy. Wiasnosé grupy
dlatego jest tak wazna, Zze zapewnia iloczyn przeksztalcen oraz ich odwrotnosé. Jezeli
zatem £1e!, #0, to wowczas nie istnieje mozliwo$¢ bezposredniego powrotu do stanu
wyijsciowego. Tak wige brak wlasciwosei grupy powodowaé bedzie olbrzymie kompli-
kacje.

W przestrzeni 9, nalezy zatem utworzy¢ funkcjonal

AR EXACITA C I R BV Ve S AU

Poniewaz przyjeto, ze parametry sq wielkogciami stalymi, wiec dla obliczen wariacji
wspolrzednych Z2 i y? nalezy owe parametry uzmienni¢ przy kowariantnym réznicz-

kowaniu tychze wspolrzednych wzgledem &". Stalo$¢ parametréw nalezy rozumied
jako stalos¢ formuly ich przeksztatcenia, Np. macierz przeksztalcenia katéw Eulera jest
wazna w kazdym punkcie przestrzeni fanu.

Ustalajac, ze €, =& wspélrzedne niezalezne E
w szereg Taylora przyima postaci

4 i zalezne " po rozwinigciu ich

a4 A(:A

et raloe e,

(2)
e[,

A T SR A )

A = (DA“
a ':ﬂ

Wprowadzajac dalsze oznaczenia

e fersorf, j,
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(1l

5zt =E! -5 =68l =820 )2l e+ o k)L ]:E
= Efl:: vE +5*|ﬁ, G +=2]) £ + = L. @, +D°Ele+
+%[s;‘|‘(;_,),(v_*f+s:‘|zﬁ,),(lj"f+s;‘|‘{'r),(£*f+5:|:‘,¢pf+o"’s:s=]l. 3)
A ) R B O S S O
f:.J"+w.|l.£*+w.]wcot
+%[wf(v.)x(v"f+wf'|&.y(ﬁ"’ Ny f:.,fpf]z.

Uzyte tutaj oznaczenia odksztalceri omdwiono w pracy [1].

Zmienna niczalezna, ktéra doznala zmiany =2 i funkcja czyli zmienna zalezna, ktéra
doznala zmiany 7! z powyzszych zaleznosci beda mialy postaci
Er=gt+ozl, vo=voEl)rowsE) )
Zastosowano tulaj nastgpujace oznaczenia upraszczajace zapis
k=K 2k k = & ' 0 =

V. ("' 'r]‘sf =¥, |x' v |p =Dy.. Elwl - 'glk' S:L»'£|E‘.' _Elklﬁ”

DElV:li: = D'Blﬂx = D£|k|x|o' 'ﬁlwﬂbw: = S:l(.wi)' ! 'elnw: S glv, ' ()

2]Av:|£5 = 'Eln,!x’ S:IV:IV: = S:Ik: 4

Nastepnie catkowita wariancja zmiennej niezaleznej bedzie réznica funkcji, kidra do-
znala przyrostu o argumencie réwniez posiadajacym przyrost i funkeji bez przyrostu
o argumencie réwniez przyrostu pozbawionym, tj.

sy €)= v El)-vrEL) ®
Ale
veE)=er vozt)=r vl ozt +2ur Rl =2 @
Podstawiajac teraz (4.2) otrzymuje sig
A ) SR I P R i T g g PR L I
+5[w. +op2] 55?)]= ®)

:ﬂ —urt

sy ]
"J(E:f)'+2

|, 6=V
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Wyrazy podkreélone wystapia w liniowej teorii o$rodkdw. Bedzie zatem
G=felopsl b2 @

1
o __ [+ a =8 a =8, " 0
6W- = nw- '*"V- 86—.. +6rn « |z - + 2W. Pe
gdzie: A,B=1,2,3,1.
W dalszym ciagu przyjmuje sig, ze £" = const i dlatego tez mozna parametry wynosi¢
przed znak catki.
Przyjmuje sig, ze zachodzi niezmienniczo$¢ przeksztalcen a wariacja calkowita
bedzie suma
5W=48,W+46.-W, (10
gdzie: 8,W — czeé¢ wariacji dotyczaca zmian wspdlrzednych dynamicznych w[' ij.
zaleznych,
8:W — czedé wariacji dotyczaca zmian wspélrzednych niezaleznych ij. =2
Ograniczajac si¢ jedynie do pierwszych pochodaych, czgéé wariacji funkcjonalu
dzialania £ dotyczaca jedynie wariacji zmiennych dynamlcznych bedzie mozna zapisa¢

S W = ZS(:':-‘I;LVT:l )AQ Zsl.:- W -‘V.
=);S:[E Ve +ow! -(W. +8¢) ﬂ]ﬁﬂ-gﬂL. Wy ,,]AQ-

Z racji warunkéw narzuconych przez sam pomiar moze okaza¢ si¢, 2e nalezy uwz-
glednié drugie przyrosty. Bedzie zatem
2,0
a8

s W= %{[S:lu Sl + -Ela',, ]'*' -%-[.QL, ( e )

5 )+ ligay 5“‘”f|”)!]}m

Jezeli teraz zdefiniuje sig wielkosci
2 8 E ] (S'.‘AB) . (ﬂ)(t!lﬂ) 60'}’.

n'f’- 6::

+8|

0'4’." 6:1

a8,

0

(11)
e=2:8%, (S+AL)E: yumdWy 50@1. | ,,)

gdzie: — obiekty krzywizny.

B @)er)” T @)eln)
Ostatecznie wariacja funkcjonatu dzialania wzgledem funkcji — zmiennych zaleznych,
przyjmie posta¢ (w nawiasach podano indeksy zmiennych, wzgledem ktérych dokonuje
sie rézniczkowanie funkcji &, uwzgledniono takze zamiang wskaznika B na A)

o = g([oL -l Jws +lel, 0002), o 3lel b+
[Z.Sll | +{e+Aem; (a)(alA)] W, )+ El(ap)‘ hr V’- ] ):)}

Drugi skiadnik sumy informujacy o zmianie wariacji 8W wskutek wariacji zmiennych
niezaleznych mozna obliczaé nastgpujaco
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s.w = Teflyr e €] ha-SebtveElveEr) he 13

Pierwsza suma begdzie miala nastepujaca postaé
Seles+aztys(el + o2y o ozt b=
Q1

—Zsf["'+b"'.w. +¥)|,

vel =t vl v (1), |-
=§£Ez‘.w.‘".w."clﬁﬂ+ (14)
"'%LEL‘E:'*EL‘S( o, B(asflc)hﬁ=

=T(AQ+ T ()AG.
0 ¢

=] )+ 2|

[+ —B -]
o e = Yl

a|C

W liniowe;j teorii druga suma tj. 3.()AS% bedzie zerem. Jednak w proponowanej teorii
f

oérodkow siatkowych przyréwnanie tej sumy do zera nie moze mie¢ miejsca. Przyjmu-
jac, ze wzgledow rachunkowych, ze Z(-)Aﬁ =0, wigc bedzie

¢}
5w é%ﬂlﬁf.wf.w.“ clan-gslzf.w:'.w:' CJAQ- (15)

Teraz uwzgledniajac, ze objgtosé prostopadiodcianu o podstawie dTT i wysokodci

SE!N, wynosi §ELN,dIT, gdzie SZXN, jest rzutem wektora 827, laczacego punkt
na powierzchni 2Q z drugim punktem lezacym na powierzchni €2, na kierunek nor-
malny do powierzchni 7Q, bedzie mozna zapisaé
Zm=2£m+? 82N, AT (16)
Ostatecznie wiec bedzie ’ ’
W =?£E‘_‘NAA1'I. {mn

Wspomniany wyzej zerujacy sie wyraz w przypadku gdy bedzie zachodzila ko-
niecznoéé jego uwzglgdmema bedzie mial postad
=) o=

ZLE' o=, +£Ia|c6€” 8] +y!
_§[1m+m)_§[ .

Tak definiujac powyzsza zaleznos¢ otrzymuje sig (na podstawie twierdzenia Ostrograd-
skiego -Gaussa)

%,[-KAQ)=§[ ]AQ+§|§,[ ],054N, Al’l]Aﬂ : (19)

(18)

Mastepnie
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SHa0)- 3]s st sl abe] 2=t} sl o] smtwve, 2], Jpos
+z[§[ ]Las:N,,An]AQ--
aLn
= E[EIA{Ef +2| 5, =+ ELICJ,(WS o B+ 2| Bl 62T C]AQ +  (20)
+)n:§[g|A, =teel, | ( . }::+
+ ELIC % Aaz:|é|as:~,.mm .

Pojawienie si¢ w ostatnim wyrazeniu wariacji &,(-) wynika z faktu, ze analizowane

wariacje sa znéw wariacjami funkeji bez wariacji argumentéw,
Ostatecznie wigc wariacja funkcjonalu dzialania ze wzgledu na wariacje zmiennych
niezaleznych przyjmie posta¢

8:-W =8 £5EN, ATl + T [20]AQ. 20
n o
Teraz wariacja catkowita przyjmie postaé

W = %[gl Lla
e 5ol (o] 29, vlevachm oy, nwf‘fﬁ..@".’l,,)+£|(¢,,.y(ﬁ.(w‘.’])}m+

] ﬂw_AQ+§(£| " Sy! +££*)N All+ (22)

+ %[.QLSE;‘ +8| 8 =2 +E|alcaa(wf A }Ef + .ELIC X ]
+);§[5-’Lz53f =0+ I, Ab’,,(yff | PEi+e] AR |C]§QMAHA.Q

W dcidle liniowej teorii wystapia jedynie wyrazy podkreélone.
Z przytoczonych rozwazan wynika nastepujaca konkluzja. Uklad réwnan rownowa-
gi musi uwzgledniaé niezerowa warto$¢ wariacji wspélrzednej niezaleznej Lagrange a.

Ponadto parametry €. nie majg przyrostéw infinitezymalnych co bedzie powodowag,
ze zbi6r réwnan rownowagi nie bedzie stanowié grupy. Nie rezygnujac zatem z warun-
kow mowigcych, ze 6=5 #0 oraz braku infinitezymalnoéci przyrostéw parametrow

g7, nalezaloby zatem poszukaé mozliwosci takiej modyfikacji zbioru réwnan réwno-
wagi, aby stanowil on grupe.

Literatura

I. MARCINIAK A.: Wstepny opis roslinnego osradka siatkowego idiblowego. Rozprawa habilitacyjna,
Lublin 1995.
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Streszezenic
W przestrzeni &, dany bgdzic funkcjonal dzinlania

AAS T EXA I

]]Afl Warincja zmicnnej zaleincj dynamiczncj przyjmic

A _zA
]

postaé S Wl =\, (Ef )—l,(l.‘x (E'.:) a zmiennej niczalezncj bedzie ZA =22 +8E* . wysiepujace

A
L]

parametry ruchu sy stalymi ale dla obliczen wariacji wspdlrzgdnych Z2 i wZ nolezy owe parametry

uzmiennié¢ (z okazji znajdowanin przyrostéw kowariantnych wzglgdem €"). Uwzgledninjac, wysigpujace w
wyrazeniu drugie przyrosty roznic wspolrzednych mozna tutaj wprowadzié obickty geometryczne opisujace

odksztalcenie symetryczne, nicsymetryczne oraz skrgeenic. Poniewaz dalej przyjmuje sig, 2e £" =const
wige mona parametry wyniesé przed znak catki,

Calkowita warincjn funkcjonalu dzintania bedzie suma wariacji funkcjonaléw zaleznych od wspétrzed-
nych zaleznych 8,W i niczaleznych 6:W . Uwzgledninjac drugic przyrosty funkcji £ mozna warincje

5UW uzaleanié od obiektu kezywizny (12). Naotomiast drugi skiadnik wariacji SW powstalej wskutek

wariacji zmiennych niczaleznych przedstawin sig (li&iﬁn
sektweEvsfl] he

8w = };,Sl(= weE e Er ]

Pienwszy skladnik sumy bedzie mial nastgpujaca postaé

ZSL +8EAweEl v 8=ty Bl 4 52! ]C]Afz =T (AQ+ T ()AQ.
5} 5]
W liniowgj tcom druga suma bedzie zerem. W omawiancj teorii oérodka réwniez z racji trudnosci rachunke-
wych przyjmuje sig, 22 3, (-)AQ =0 Ostatecznie wigc bedzie (15) W = Y 2()AQ-Y £()AQ.
it [ o
Z kolei picrwszy skladnik mozna przedstawié symbolicznie jako sumg po objetodei ) i wartosci objgtosei
warstwy ja otaczajacej, j. ALY,
Uwzgledninjac teraz, 2 pomijany wyraz nie bedzie zerem, mozna zapisaé (18)

%[-]Afl = %[-I(AIH AAQ)= %.[-]AQ :

Wietko§¢ AAL2 przyjmuje sig jako zero, co czyni sig jedynic z racji koniccznosci uproszczenia obli-
czen. Teraz zaleznoéé (18) mozna znow rozlozy¢ na sumg po objetosci Q i warstwie AQ (19). W efekcic
koncowym otrzymuje si¢ wariacje colkowita SW dang wzorem (22). W teorii liniowej wysigpuje jedynic
czlon podkrestony.



UWAGI! O OSRODKU QUASI - PROSTYM
Cz. 1. Wyliczenie wariacji funkcjonatu dzialania W

Andrzej L. Marciniak, Andrzej Fijolek
Katedra Maszyn i Urzadzen Rolniczych WTR, Akademia Rolnicza, Lublin
Jerzy Podgdrski, Piotr Sicczka
Wydzial Inzynierii Budowlanej i Sanitarncj, Politechnika Lubelska, Lublin

Synapsis: Dia analizy mechanicznej ofrodka punkicm wyjéciz jest okreélenic wariacji funkcjonalu
dziatanin.

Slowa kluczowe: Wariacja funkcjonalu dzialania, réwnania ruchu.
W opisic funkcji £ oraz wspélrzednych mozna uzy¢ wyzszych niz pierwsza pochod-
nych co wynikaé bedzie z uzycia wyzszych wyrazéw rozwinigcia przyrostow.
Wspolrzedna parametryzujgca przestrzen oérodka, ktéra doznala przyrostu moina
zapisac nastgpujaco [1]
k =K - =1 kfem X
t[f_( +AEF r+Ar) ( )+qf_ (._. , HI,AH.+DW' (_._,t)AH-
AT RO R ) Y

+ (W- + AW.t)mk,:.DAEi'A’ + Dy} (Ef ) ’)(Af)z),

(1

gdzie: L=Z" L=123 D=t yl= ,(:.f ,t). Ayt - przyrost wspolrzednej przy

przejsciu od punktu poczatkowego do koncowego, ktory jest okreélany eksperymental-
nie (odmierzany na badanej sialce).

Teraz czgéc lokalna funkeji Lagrange'a (funkcji materialowej opisujacej wlasnosci lo-
kalne) przyjmie postaé¢

o =e(=E nwHEh )W EE ) owr ES AW EL ) W ER ). @
Dy, (--.: )AW-: &w)

Czgsé nielokalna funkcji materialowej bedzie definiowana nastepujaco:

czeéé dotyczaca nielokalnodei przestrzeni — efekt skali (nielokalna czgsé funkeji 2
w przestrzeni =+ #ZX a lokalna w czasie — oddzialywanie dwach miejsc tylko bezpo-

$rednie, tj. nie za posrednictwem przestrzeni bazowej)

3%

2 (3)
2'}’.", DZVT."9 A'i’- ’ A‘I’- s 91& LD m k w)

E:r) = 2’::) (Efa -E-::‘, l W.', d’—-kn ':V-k L VT-* L Dlif.*. Dw_-k’ V’.k ;2 W_-k

7t

Lo

czesé dotyczaca nielokalnosei w czasie - efekt “pamigei”
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=k k =k k —_k
stu L:DV’. !Dw- ’WI Lz!"’l

7’

Bfi) = 'E'.(-’E-) [Ef: £ 7: W-*’ w=-k’ w.k
@)

wt

o’ Dzw-ks Dzl;;_:k’ AW-k: Aﬁk’ mf.LD’ m f,LD] »

gdzie: =W."(§_",;), Wt =w_”(E.f,?) itp.
Réwnania ruchu sa warunkami koniecznymi istnienia ekstremum funkcjonalu dzia-

tania. Funkcjonat dotyczy kazdego ukladu oddzieinie oraz oddzialywania migdzy ukia-
dowego co mozna zapisa¢ sumami (WOZNIAK [3])

W(QxT)=ZZ[£'+Z£2 d§+z£fs)d:‘)anm, ©)
T a o} T

—k
Ve

0

gdzie: AQ=AZ! AZ2 AE}, AQ =AZ! AZ? AZ].
Poszczegdlne skladowe funkcjonalu dziatania beda mialy nastgpujace znaczenie.
w'=wy +wl =YY £'AQ At
T n

(6)
Wr=Wi+W2i=YSY Y AR ATAQ AL
TaTa
Wzdr na wariancje funkcjonatu dzialania przyjmie postac
SW=8W'+6W*=8 W' +5,W*+5- W' +5. W3, (7

gdzie:

Wy (LWl +8t )W (EX )= 6",

WHES 8 T vl + 80yt Wt + 8,0t ) - W] (B ED 0 f vl Wt )= 8,07,

W (EE +6ES,1+6 Lyd)-WAES Lyl )=5.7",

w2 (=l +825,Ef +8E 80,7 +8T,wk W) -2 (EEEE vl W)= 87
Wariacja 8,W' jest spowodowana wariacja 8,y, samej funkcji w!. Wariacja Sy}
jest bez wplywu na przestrzei Qx T . Na podstawie zaleznosci (2) bedzie zatem [3]

SW'= 6{225&':&%:]: 3 3.5, 8AQA:
T Q Tra

Nalezy tutaj zaznaczyé, ze wariacja funkcjonalu dzialania zawiera¢ bedzie wariacje
funkcji Lagrange'a £a ta z kolei zawiera¢ bedzie wariacj¢ wspdlrzednych.

Teraz
1 _ @l k 1 ! k
5,2 —ELSW. +£le K]+£|Di60(w. D]+
el £‘| (5 J*)2+S“,'| (6 . 2+.E‘| (6 & )z+
2 It UWI (”A.)z o‘i’. x D: IJW- D

tlxao[w.* 7 A,)+(£‘ +AL )R ) 5u[w.‘w.* K)+

50(‘»":

+:!.{°,'|Ji
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xDV’-k]+(£' +A2 )R iy, 50("’-"'::1)""*)"'

| k
+28 |‘|*’|D, 50(‘#.

+ 2£‘|

by

*50(‘[’”0'}’.‘]*'(3! +A YR, 50("’-'?;,"’-')}*

K)z+£l|i|l( N D)+£' DEEO(!V.‘]D):.}
{elx)’ Jo(w.‘h)d +(£i|'lx D, llx D, D)z '

Go(w.*f,;w.‘
60((V:

)+
b
D,

ao(w:l N V’:

1 k
+ 8 |(”x],50(w_

1]
3 {9‘ ey

50('4’:

K)zw.‘ A

)"

D]]]+ (El +A£l)mi(ﬂm03 5°(w"}x(w"|n)]]+

Jea )

4
£‘| D) +28

iy
‘Di DE ("lx) ‘.IK

]ZW*I w
k] TRleTe

+ (£| + Ag‘)mfxl‘m“ 60((1;!_‘

5, ’D‘x 60 ['F: | IS (w:
2

(41 5"((“’""‘ J(vil,

o 59(9if.m.]+

P )1 ao(m:xn, )2 +

(ﬂn.xu.

+2§:'|

kK

r2¢ ]2)" (' +ae) M) e 5o(("’-*

o}

+ ‘Ell‘w‘ 50(AW_*)+-‘3'

»
9!,,_

* %{glkaw)’ Suapl) +e!

’ ml'w.' L Sofaw R o )+ (¢ +Agl)mi(w.‘)(ﬂf.m.)a"(Aw'* Rixo )}
Nastepnie
8y W =8 =8, + 5 = ZZ[EL —Eluxl _Elu u] 8oy s AQAL +
ra K . 9)

]
+33® £|,|K5,,w_"AI'l,, At + [ZE]D‘ 501;:,*AQ] +, Y (r)AQA:r.
T n [} W T 0

Jest to wariacja funkcjonalu dzialania spowodowana wariacja 8,y postaci zmiennych

zaleznych ! (E_K ,t).
Teraz
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8 W'= );’%w ErAM, At +[2£AQG:] +[§ e'g=kan,é z]:'
:::/2 DDINDY Y ATATAQAI-F Y > Y AQATAQAl =
OB HIEDWIWIED NN HIEDW NI W,
(EIST +ITLT +ITLT 4TI 4
B3R RRELBARE -

n

IS TS E st AT Kmmu);):[zgamar} AQAC+
rarn T o o

L]

(10}

(1)

+[§[§£ AQS :‘] A.Q(Sl]r +22§[§s~:’ SZLAM, 5:’] AT 8ZXAt +

o

i

4 h
+2[2[§ s’é?faﬁxﬁ] ma:} B [@ [§ £’5§’£Aﬁ,;6:']
aLn iy o i n o

Ostatecznie wariacja funkcjonatu dziatania przyjmie postaé

SW= 22[&1]‘ _gl*INL - Elﬂ'!o] S wAQAL+
T 0

L

+y5 (SLLM SWIAT At + 28 :f)AI’l,_Ar + [E(_qnaow: +£6r)AQ]
rn 4]

GEfAl'lxﬁt] :

ti

1 z
IRl

+ zgl*lﬂx oV )(

2 2
] +£|p’(5u|i’-*‘ ) +

) £+A.ﬁ)m”m|.u o\"-)( ')+
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x](a" Dlp’_‘)+
28], | (B0w], Yoowd (e + A9 R0y (300 Joow )} +

+2£|*IK

N (50 W.klx ](50 Dy} )"f‘ (g +4 -‘3) m:.,), TI3VA (50 'l’:

55 EW (T BRENII I RTN W CRT N

(+15)* °w| +[£I*'* ) pg(a"w'*'t))""
(a2l (awi],)evas) mmﬁov'\)(aowfln]*
NCEN CZRECOEL AW CIEN CTRE
(vt ) (e rae) 9 (o] V(o] oo

+22(3|A (8o 8y )+s~:| (5omf_xn.)]AQN+ (12)
! Zr:%:i{gl(w.‘)l(aomf’- ) +£|(ﬂf.xu.): (5" 9ien )2 +

(5ow NCZAEP

u ;;% {El(ﬂ.k‘)’

+ 28

£k

+2£l&|a

+2£|Df|(j| )( u‘»"-

28, (ot YO0 R (48R, iy (Bt )60 R )} +

1

+[§£65f1&]’]x&] + z):z[gg ST AT, 5:] AQAL +
n Iy
" 4
+YBY B SEIAT ATSZ AN Al + [}:[2:&555:‘] AQ&] +
Tn TN aLa f o

i

+22§[§£’5§féﬁ,ﬁ?] Al‘l,;ﬁEfAt-&-z[Z[E.ezﬁ"“An 6:]A96r} +
n

ty a iy

+[§ [Qrﬁa?f/sﬁxﬁf] azfanxar} :
n

o .



36

Z zasady stacjonarncdci wynika, ze aby funkcjonat dziatania W, =W, okreslony
w . mial w punkcie ¥, € &, ekstremum trzeba, by 8, W =0.

Z zasady stacjonarnoéci, tj. przy braku sit objtosciowych, wynikaé bedzie, ze do dal-
szych rozwazan z czesci liniowej wariacji W a wiec

);)‘_:,[sh = &e, €, L] Sow S AQAL+ zr‘é (9.|‘|K60 Wa ATl Ar+ 28 S )An,,A: +

+ [2(£|D60w_* +£5:)AQ] =5W, (13)
i3]

to

nalezy wziaé jedynie pierwsza podwéjna sume. Powody sa nastepujace: ¥ na brzegu
obszaru QxT zeruje si¢ a poza tym drugie skiadniki sum drugiej i trzeciej dotycza
zmiennych niezaleznych. Czgé¢ nieliniowa wariacji 6W ale ta, ktdra jest zwigzana z
wariacja zmiennych dynamicznych ?6,W decyduje o charakterze ekstremum. Jezeli

25,W #0, to wéwczas dla dostatecznie malych wielkosci 8y ” i Sy " P znak 6, W

jest taki jak znak 25, W . Tak wigc warunkiem giéwnym istnienia ekstremum pozostanie

'6,W =0. Znak drugiej wariacji *5,W oraz zerowanie si¢ pierwszej '8,W sa warun-
kami koniecznymi i dostatecznymi istnienia ekstremum stabego. W punkcie eksiretnal-
nym bedzie
dla minimum g| Ay 200 dla maksimum g A <0
(v, ey

Ponadto krzywa ekstremalna nie przecina zadnej innej a wiec speinia warunek Jac-
oby'ego. Mocne ekstremum wymaga spelnienia ostrych nieréwnosci. W konsekwencji
bedzie zatem

(14)

'Elk - g]ﬂxlx - 'P']n,

Uwzgledniajac dziatanie sit objetosciowych P, oraz wprowadzajac oznaczenia [2,3,4]

=0
b

b, =M t,=tE N, AN, =N Al (15}

4 K
- £|l:|l€ =lpe £|
otrzymuje sig réwnanie ruchu

Elk —£|k|K

x—D£|D~ =-P,, g, +15

K+P,=Dm,‘. (16)

Podkredlone w wariacji (12) wyrazy wystapia w wariacji liniowej podanej w pracy [3].
Réwnania (16) wraz z warunkami poczatkowymi i brzegowymi powinny zapewniaé
istnienie rozwiazan wf =£f =£F (E,K ,t), definiujacych ruch osrodka, jak réwniez
gwarantowac jednoznaczno$é tych rozwiazan o ile dobrze postawiona jest strona fi-

zyczna zagadnienia. Bedzie tak z pewnoscig w przestrzeni euklidesowe;j.
Wariacje (12) mozna zapisaé¢ w postaci
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5 W=22[5&|jE ik P -Dm,}aoyf_ AQAL -
rn

(17)

h
=Y. B rhEwriAN Ar + I:Em, oW AQ] +
rn 1o
h
+. 8 LEEF AT AL + [):saamn] + W46 W, =0,
rn a o
- h
gdzie: W, =6 W-Y 3 e5=F ANl Ar - [):sanm]
rn n o
Zakladajac, ze zmienne dynamiczne spelniajg réwnania ruchu (16), wigc ostatnig zalez-
nosé bedzie mozna zapisaé

o e

h
+zr‘,§ SSEXAM AL + [%:.EEIAQ] + W+ B W =

o

Literatura

1. MARCINIAK A Wstepny opis roslinnego osrodka siatkowego — Zdibfowego. Rozprawa habilitacyjna,
Lublin 1995.

2. WOZNIAK C.: Qsrodki ciagle = mikrostrukturq. Metody Geomelryczne w Fizyce i Technice. PWN, War-
szawa 1968.

3 WOiNIAKC Podstawy dynamiki ciel odksztalcalnych, PWN, Warszawa 1969,

4, WOZNIAK C.: Wstep do mechaniki analitycznef kontinuum materialnego. Dynamike ukladow spresystych.
Ossalineum, Wroclaw 1976.

Streszczenic
Punktem wyjscia do rozwazan jest zdefiniowanic wspdlrzednej zaleznej, kiérej argumenty doznaly
przyrostu. Nast¢pnic nalezy przedstawié¢ ogolng posta¢ funkcji materinlowej Lagrange’a. Wariacja 50.531

zalezna bedzie od obiektow krzywizny. W wariacji 5EW2 uwzgledniono wszystkie kombinacje przyrosiow

i sum przestrzeni bazowej (11), Ostatecznic otrzymuje si¢ catkowity wariacie 8W | ki6ra jest konieczna dla
dalszych rozwazai. Rbwniez z rozwazan nad wariacjq wynika postaé réwnai ruchu (16).






UWAGI 0 OSRODKU QUASI — PROSTYM
Cz 11 Calkowe slabe prawa zachowania

Andrzej L. Marciniak, Andrzej Fijolck
Katedra Maszyn i Urzgdzen Rolniczych WTR, Akademia Rolnicza, Lublin
lerzy Podgérski, Piotr Sieczka
Wydzial nzynicrii Budowlanej i Sanitamej, Politechnika Lubelska, Lublin

Synopsis: Z racji niezaleznosci liniowej sktadowych (bedaeych wyrazeniami przy parametrach ruchu
eraz ich potggach i iloczynach) sumy stanowiacej wariacje funkcjonalu dzintania W =0,
otrzymuje si¢ postaci slabych catkowych praw zachowania.

Slowa kluczowe: Slabe calkowe prawa zachowania.

Kontynuujac rozwazania dotyczace wspoirzednych mozna zapisaé ich przeksztalce-
nia przy przejiciu od przestrzeni Qx7 do QxT .Bedzie zatem

EF B8 +8ZF, wlrlowl+et+ety, toi+e (n

Poniewaz catkowita wariacja zmiennych dynamicznych Sy jest suma wariacji

postaci zmicnnych dynamicznych 8,y } oraz wariacji 82¥,8t zmiennych niezaleznych
EX,1, wigc przyjmie ona nastgpujaca postaé

Syt =Gyt +yt

I 4

4w
Funkcjonal dzialania 6W musi byé niezmiennikiem grupy przeksztalcen
EA=E (Ef,s"l ErMEleq, Wo =y (qf.”,s“ ) Otéz jak wynika z twierdzenia

E. NOETHER funkcje @ badz funkcjonaty 3.2 sa niezmiennikami, gdy ich warjacje
Q

(20 + Dy 8+
2)

55:’5:+Dzw_*(5:)’].
K

SEfGt+yt

JBEE) +wl )

x ]

znikaja, tzn.
) =), zwmm%“ﬂ(-)m 3)
1

Powoduje to, ze wariacja catkowita niezmiennika znika dla kazdego ciagu parametrow
danego zbioru. Tak wiec

dwt >0, oW =0, 4)
Pierwsze wyrazenie wynika z faktu, Ze parametry sa nieinfinitezymalne. Bedzie zatem
EfoZf+82F, 1o1+81 EFEF+sEE (5)
pdzie:
§Ek=zk :,8" +=F :ue“ +D°Zre 4
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l — o - o 2 —
+5[:.f e _.fst""+(D°) zfe+2f), e e+
€
L]
+Z8 | eteY =X, s"'e+5f| eYe+=F ss"-ﬁ-:.fl, ss"],
:l £ £ £
§i=¢,

Sylayetvet =6 +y)| 6E]+Dy e+

1 k)2 - -
+E[w_* x,( :.f) +y | FEie+yf| 8Ele +D’w_”£’].
Teraz
St =yet +et -yl 658 -Dyle - ©
.1. k =«¥ k =k k =K 2. k.2
_z[w_ K’(a__) +w.‘m5._._£+l[f_ Dx6“'£+D v e" |

Jezeli 82F =0 oraz przy uwzglednieniu jedynie przyrostéw infinitezymalnych
wariacja 8,w! zawiera¢ bedzie jedynie trzy podkre$lone wyrazy. Teraz nalezy rozwi-
naé poszczegdlne wyrazenia a nastgpniec wyrazy pogrupowaé wzgledem poszczeg6l-
nych parametréw.

W takiej sytuacji m niezaleznych kombinacji pochodnych wariacyjnych zamienia si¢
w divergencje (jest to wlasnie tresé twierdzenia E. NOETHER). W wyrazeniu (6) wy-
stapi obiekt krzywizny.

Uwzgledniajac 1, =tN,, All, = ATIN,. wariacj¢ funkcjonalu dzialania bedzie
mozna zapisac

N

SW==3 Y P EWIAQAl ~Y D 15,y LATT AL + [Z m,,aoyf,*m] +
T 0 rn 2 to 0

L
+Y 5 LESFNATIAL + [ZBEAQ] + 8 +8W,_,=0.
T n [+] PE
llo$¢ parametréw a zatem i ilo§¢ réwnan ruchu wynikaé bgdzie z postaci wariacji
S,w} . Wariacje dang zaleznoscia (5) 8= mozna zapisaé nastepujaco

sw=- 2{[- Po—t&| +Dm, +150) +mtD(-)] Syt+ek| 55+ D.ee}mm +
T 0 X I K

+ G+ W, =0. (8)

W wyrazeniu 5,W wystapia drugie oraz czwarte potggi wariacji Sy} zmiennej
w ! lub jej pochodnej. Niezaleznie od postaci argumentu wariacji ilo$¢ jej wyrazow nie

ulegnie zmianie a ta moéwi o ilosci réwnan. Rezygnujac z *6 W ilo$é réwnan znacznie
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si¢ zmniejszy i wyniesie 61 (tab. 1). Uwzglednienie cztonu 6.W,_, nie wplynie na ilos¢
réwnan a jednoczesnie bgdzie w ten sposdb wyrazniej zaznaczona obecnosé wariacji
S=¥ , ktéra pehni tutaj role ,,pola zewngtrznego”. Uzyte tu pojecie ,,pola zewngtrznego”
Jest bardzo waznym w opisie oSrodka i bedzie oméwione w dalszej czescei.

Skiadowe wariacji 6_.W,_, bedzie mozna zapisac nastepujaco:

i

[Q.easfanxaz] = [Zslxasfms] = EZZ(DS!K ¥ +8|, D5 =F)aQA,
n Iy a fs

2):}_“,[§£26 EXAT 6:] AQA —zezr]z[);%(osfa_ + S DS EF)ATI, SI]AQAI—
23333

T

(De| 5 + 2|, D5 EF)att ataqar,
23X Bl EFAT sE5AT A =Y, BY Y o) STFATS=F A0 =
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Teraz slabe prawa zachowania bedzie mozna, na podstawie znajomosci wariacji
8W =0 (7) zapisaé przyréwnanie do zera operatoréw sumacyjnych znajdujacych si¢

przy parametrach ruchu oraz ich potggach i iloczynach. Bedzie zatem
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Grupujac nastgpnie wyrazy wzgledem parametréw ich potgg i iloczyndw uzyskuje
si¢ slabe calkowe prawa zachowania. Skoro bowiem sama wariacja si¢ zeruje, wigc
réwniez wszystkie wyrazenia stojace przy parametrach z racji ich liniowej niezaleznosci
réwniez beda sie zerowaé. Parametry ruchu zestawiono w tabeli 1. Nalezy pamigtac, ze
jak to juz uprzednio zaznaczono, wszystkie 61 wielkosci sa parametrami ruchu. A za-
tem liczba réwnan wzroénie z trzech dla rozwigzan klasycznych do szesédziesigeiu
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jeden. Wyrazenia znajdujace sie przy parametrze £ s3 antysymetryczne. W dalszym
ciagu utrzymuje si¢ warunek niezaleznosci wspolrzednych Lagrange’a i Eulera od pa-

rametrow ruchu.
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W réwnaniach (11.1 - 11.61) indeks (), jest tozsamy z oznaczeniem (), .
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Streszczenic

Z przeksztalcen wspélrzgdnych otrzymuje sig postaci ich wariacji a takze wariacje funkcjonatu dzialania.
Jezeli uzna sig, ze parametry ruchu nic mogq by¢ infinitezymalne w sensie ich poznania wigc w ostatecznosci
nalcty uznaé za niczerowe ich potggi oraz iloczyny. Migdzy punktami pomiarowymi mozna aproksymowaé
z duzq doktadnoicia braknjace wyniki w sytuacji, gdy ukiad jest malo wrasliwy, tj. zachowuijacy np. zdeter-
minowany charakter iteracji, Poniewaz takie uklady nie sq powszechnymi wigc lepicj odrzucié tezg o infinite-
zymalnosci parametréw. llo§é praw zachowania wynika 2 iloéci parametréw ich potgg i iloczynéw. Dia
analizowanego modelu otrzymano 61 praw,






UWAGI O OSRODKU QUASI - PROSTYM

Cz. 111 Uproszczenia, silne calkowe prawa zachowania,
powigzanie z ruchem siatki przestrzennej

Andrzej L. Marciniak, Andrzej Fijolek
Katedra Maszyn i Urzgdzed Rolniczych WTR, Akademia Rolnicza, Lublin
Jerzy Podgérski, Piotr Sicczka
Wydzial Inzynicrii Budowlanej i Sanitarnej, Politechnika Lubclska, Lublin

Synopsis: Teoria ofrodkédw quasi-liniowych poprzez operatory sumacyjne jest powigzana z icorig
ruchu ofrodkow siatkowych,

Slown kluczowe: Silne catkowe prawa zachowania, warunki niczmicnniczodci, przestrzenny opis ofrodka,
operatory sumacyjne,

Jezeli ograniczyé si¢ tytko do czesei liniowych, to wéwczas bedg zachodzily zaleznosci
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Teraz catkowe slabe prawa zachowania przyjma postaci
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Dla 8= ¥=0 slabe calkowe prawa zachowania przyjma postaci

2(5_;, AT+ b, AQ) At =YY Dm, AQAL,
1) n T Q
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W przypadku, gdy osrodek jest nielokalnym, tj. gdy £ % #0 wigc wyrazenia pod cal-
kami zalezne od £ tj. 15, m, sa calkami po Q i T. Nie mozna zatem przyréwnaé

wyrazen podcatkowych do zera (bedzie tak, gdy £ =0 tj. dla ciala sprezystego).
Silne calkowe prawa zachowania wyprowadza si¢ nie z zasady stacjonarnosci tzn.
nie uwzgledniajac wielkosci P, . Otrzymuje sig zatem
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Drugi skladnik mozna zapisac jako
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Wyrazenia w nawiasach klamrowych zerujg sig. W drugim nawiasie wystquJe _]edyme
czgS¢ antysymetryczna. Zerowanie to jest mozliwe dlatego tez, ze utrzymuje si¢ nieza-
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leznosé wspodlrzednych Lagrange'a i Eulera od parametrdw ruchu. Tak wigc slabe cal-
kowe prawa zachowania przyjma postaci

[ka(l— wk )AQ]’. -

+2(§t,(l-ty_ ° —£Ef|:,]AH+Z P,,(l-t,u,"l}::'-..f :.)AQ)AI,
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ettt o] -

( ].& V’:| v, I_"‘ | s = B:f| pu|)An+zP|k(W1] W ¢||]AQ]

Draf )-s:} AQ.],' -

(@ 4 Dl;r_ vl D“"*+sD"'*)An +ZP (Da,u, +y |

=
=

[ {’"k DW- +W.

D"z} )AQ]A!

Tutaj nalezy przypomnieé, ze mi, i£|w. a wiec lewe strony beda odpowiednikami

peddw, momentéw pedu i energii. Wystepujqce tu skladowe wariacji 6=F bedzie moz-

na interpretowaé nastgpujaco: yr_ll ] jest zmiang czastki w ruchu kulistym,

w! ED" =¥ jest zmiang czasowa energetyczna. Do wielko$ci tych nalezy wprowadzié te

obiekty geometryczne, ktére wiazac si¢ z budows rosliny i miejsc kontaktowych beda
jednocze$nie opisywaly zmiennos¢ tarcia (w trzech kierunkach), zmiennos¢ odksztalcen
wyrazonych poprzez zmienno$é katéw Eulera w trakcie ruchu kulistego, zmienno$¢
innych obiektdw z nimi zwiazanymi itp. zmiany.

Wystepujace w podanych zaleznosciach przyrosty A2iAIl nalezy zdefiniowaé dla
przestrzeni 9, . Ot6z wielkosci AQiAIT beda zalezeé od obiektow krzywizny a takze
wymiaru samej przestrzeni. Ten ostatni wynik pochodzi z rozwazan nad fraktalng natu-

ra przestrzeni, Wielkosé o =1, (E.'f .t) jest synonimem sily powicrzchniowej
(rf ‘=—.§.’,]w,| ) i nie jest wielkoscia pierwotna. Wyrazenia po prawych stronach sa
=l

synonimami wypadkowych: sit zewnetrznych, momentdw zewnetrznych i pracy od-
dzialywan na osrodek Ofr, <r<1,).

Przeksztatcajac odpowiednio zaleznosci (6)
& 1AM = @r,_ (YN AN = Zlﬂ.| O+, Jac.

G
[% m, (-)AQ.] = ;% Dlm, ()JAQA: = ;%"[Dm,,(-) +m,D()JAQA:,
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po uporzadkowaniuv otrzymuje sie¢ silne calkowe prawa zachowania takic jak podano
w pracy [2]. Sa one warunkami istnicnia slabych praw zachowania,

Zalezno$é (6.1) wskazuje na jednorodnosé tj. braku wyréznienia poszczegdlnych
miejsc przestrzeni odniesienia i jest to jednoczesnie bilans sit powierzchniowych oraz
objetosciowych. Zaleznosé (6.2) méwi o izotropowosci przestrzeni odniesienia tj. o nie
uprzywilejowaniu zadnych z kierunkéw przechodzacych przez wyréznione miejsca oraz
jest bilansem momentéw powierzchniowych i objetosciowych. Natomiast zaleznosé
(6.3) méwi o jednorodnosci czasu i jest bilansem pracy sil zewnegtrznych wzglgdem
osrodka.

Jezeli w wyrazeniach na funkcje materialowa uwzgtedni sig jedynie elementy linio-
we, to wowcezas warunki niezmienniczosci sa takie same jak w pracy [2]. Spelnienie
warunkéw niezmienniczosci powoduje, Ze spelione sa silne calkowe prawa zachowa-
nia. Warunki niezmienniczoSci nakladaja réwniez pewne ograniczenia na funkcje

218, Funkcja €' nie zalezy bezpo$rednio od argumentéw tiy* a jedynie poprzez

ich pochodne w¥

Ktif. Natomiast funkcja £’ bedzie zaleze¢ od réznicy

{t—r)oraz (l,rft —IF"). Funkcje £'i£* sq niezmiennicze wzgledem obrotéw przesirzeni

y

odniesienia tj. wzgledem £" =-£"* . Do dalszych obliczen mozna przyjaé, ze

g’ =£'(w.‘|xw.‘ o+ W] OV DYl Dy, €, wd| W] DYl S vd] W],

8)
gdyz: Sim W-k

DV, Dy =<, Dy, Dy Dy =

Dalsze uproszczenia w przestrzeni 9, , podane w pracy [2], nie sq mozliwe do przyjecia.
Nastepnie

2 _o2fmk DK ,_; kI kot
ei=g (..._, ES =1, agy a6y, 04 ag, a(ﬁ)e“m), 9)

gdzie: o, B,v=1,2,...,9.

AR A AR

a(a) (W. -7t oyl * ; Dy kX, DV.")- (10)
Z kolei na funkcje £ bedzie mozna nalozy¢ ograniczenia wynikajace z warunku

Z3 (el 2l a0a =3 5[ 0r, + £f Jaoar (an

Funkcjonaly F,,F,Y gwarantuja identyczno$é réwnan ruchu w kazdym inercjalnym
ukladzie wspélrzednych.

Przy stosowaniu opisu przestrzennepo do praw zachowania nalezy pamigtac, ze
zachodzié bedzie zaleznosé

kl =K

. ;(3';‘}2“ ][ + X "’-] (12)

gdzie: 2:1\ = :;" -."( .k) Zp;, = jf*,- -.J(a.Jx)R-
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Jezeli teraz
k| =Kl 5fF - 1
'V- L-'-'ulk_ak _] ( 3)

to wowczas bedzie mozna skorzystaé z opisu przestrzennego takiego, w ktérym calki
powierzchniowe sa zamienione na objetosciowe. Z racji niesymetrycznosci drugich
przyrostéw kowariantnych (wszak zaklada sie, ze obiekt krzywizny jest istotnie nieze-
rowym), nie jest mozliwe podanie réwnan ruchu w postaci przestrzenne] takiej jak to
podaje praca [2]. Tensor #,, nie jest tensorem naprezen Cauchy'ego.

Podstawiajac do wyjsciowej postaci wariacji funkcjonalu dzialania, wariacie zmien-
nej zaleznej S, F przy §ZX %0, po zgrupowaniu wyrazéw wzgledem parametréw i ich
kombinacji, otrzymuje si¢ silne calkowe prawa zachowania. Z istnienia silnych praw
zachowania wynika znikanie calek uzywanych w warunkach niezmienniczosci. Funkcje

£'i g}, opisujace wlasnoéci oérodka, nie zaleza od przesunigé i obrotéw w czasie

i przestrzeni. Beda one zalezeé od obiektéw geometrycznych 20Z.. Moina je przedsta-
wic jako wyrazenia

EI(EK,t, k’ & ,D k]=
Sowlyl| Dy (14

=£'(Ef+55f, t+onyt+dylyl| +ovl| Dv! +50w.“],

—k ] _
K’DWI )_

= (E5+ SN ESHGE N 148, T8y + 6y L W) +87),

Ez(E‘ -K’ tiw-"w.le’DWlk’EIK’ F’VT-*!.’T:

wi| +owl| W +o7t| Dwt +8Dy ), DVT."+EDvT.*)-
Rozwijajac te funkcje w szereg Taylora otrzymuje sie zaleznosei, ktdrych spelnienie

powoduje, ze zachodza silne prawa zachowania [2]. Jednoczesnie uzyskuje sig w ten

sposGb ograniczenia nalozone na funkcje 'i €,
Jezeli nastepnie, przeksztalcenie Galileusza nie bedzie zmienia¢ réwnan ruchu, to

wowczas rownania te w kazdym inercjalnym ukladzie wspéhrzednych £! beda mialy te

sama postaé. Z zasady stacjonarnosci wynika, ze réwniez réwnania ruchu pozostang te
same dla funkcjonalu dzialania W jak i dla funkcjonalu wraz z jego przyrostem
W+AW.

Wreszcie po stabych i silnych calkowych prawach zachowania oraz warunkach
niezmienniczosci nalezaloby zapisaé siabe calkowe prawa zachowania przestrzennie,
gdyz dotychczasowy zapis mial charakter materialny. Jednak z racji niesymetrycznosci
drugich przyrostéw kowariantnych {wszak zaklada sig, ze obiekt krzywizny jest istotnie
niezerowym}, zapis taki jest niemoztiwy.

Wystepujace w réwnaniach (11, cz.Il) operatory sumacyjne w przypadku obickiéw
powierzchniowych maja postaci

B 0N = -0, a8 (10l 8871+ 0L,882)0. (13
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natomiast dla obiektdw objetosciowych bedzie

2,080 = - (1+0],48!)1+01, 4671+ 0],887)0). (16)

Operator sumacyjny dotyczacy czasu nie ma innego znaczenia od podanego.
W nawiazaniu do zbioréw dyskretnych opisujacych osrodki sprezyste proste (Ez :0)
szczegdlne operatory sumacyjne maja postaci:

— dla naprezen silowych
B -0, A82(1+0], 8801+ 0], 86005 AL =B 1k, (D
n (g) n

- dla naprezen momentowych

. E b 18
B (0], 887 )1+0],888) |, A+ L
+ Sy (755], BIT O+ 9% 8T, )] = S iy,

— dla wymuszen sitowych
T (110l ae)1+0 82 )1+0], 8082 )BF 2L = T, (9
) ® Q

- dla wymuszen momentowych
> (1+0) a8 1+ 0, a82)1+0), 882 LT a5 =T @O
Qa ¢ s}
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Streszezenie
W tej czgsdci przedstawiono jak bedzie wygladaé liniowa teoria o$rodka. Teki ofrodek z quasi-prostego

staje sig prostym. Jeszeze dalszym vproszczeniem jest zolozenie, 2¢ & Ef =0 . Wynik ten méwi, e liczba
L<czastek™ nic ulegn zmianie oraz, 2e struktura ciala jest stala w trakcie ruchu. Moz2e to townie2 oznaczaé brak
oddzialywania pdl zewngtrznych.

Warunki niczmienniczodci nakladnjn okreslone ograniczenia na funkcjg £ale tok2e powodujn, e spelnio-
ne s silne prawa zachowanta.

Silne prawa zachowania, warunki niczmienniczosei oraz przejscic do opisu przestrzenncgo wymaga
dalszych badmi w przypadku ofrodka quasi-liniowego.

Operatory sumacyjne &8 ()ATT i ¥ (-)AQ, a take dalsze zwigzane z pozostalymi postaciami
n 0

parametréw, Iacza wyloZona teorig z ruchem odrodkow siatkowych,






APROKSYMACJA MECHANIKI LANU MODELAMI
BARDZIEJ ZLOZONYCH OSRODKOW

Cz. 1. Wprowadzenie, dodatkowe stopnie swobody

Andrzej L. Marciniak, Andrzej Fijolek
Katedra Maszyn i Urzadzen Rolaiczych WTR, Akademia Rolnicza, Lublin
Jerzy Podgdrski, Piotr Sicezka
Wydzial Inzynicrii Budowlancj i Sanitamej, Politechnika Lubelska, Lublin

Synopsis: Dalszym, poza opisem cialn jako quasi-prostego, jest ofrodek wicloskladnikowy oraz
z dodatkowymi stopniami swobody.

Slowa kluczowe: Ciala spre2yste w przestrzeniach niccuklidesowych, ciala z dodatkowymi stopniami swabo-
dy.

Opis osrodkéw bardziej zlozonych niz prosty mozna dokonaé w oparciu o prace
[1 + 16]. Ponizej przedstawiono bardzo skrdtowy opis takich modeli uszeregowanych
w kolejnosci wskazujace) na mozliwodé uszczegdlowienia opisu. Ponadto bardziej
kompletny opis powinien zawiera¢ poza przedstawionymi elementami réwniez odnie-
sienie do: cial nieprostych, pél zewnetrznych, termodynamiki oraz dyssypacji ofrodka
a takze plastycznosci.

Kazdy osrodek materialny wysi¢pujacy w roinictwie moze byé aproksymowany
jednym z ciat teoretycznych o charakterze zlozonym, Najogélniej mozna powiedzie¢, ze
bedy to osrodki termodynamiczne i niesprezyste, Beda to zatem odrodki nielokalne,
w ktorych czgéé¢ £* funkcji materialowej nie jest zerem a ponadto moze zalezec z defi-
nicji od wyzszych pochodnych. Zlozonos¢ o$rodkéw wynikad bedzie z jego struktural-
nosci a takze wieloskiadnikowosci oraz obecnosci dodatkowych stopni swobody. Stop-
nie swobody moga sie przejawia¢ wektorami kierunkowymi — ciata zorientowane - oraz
tensorami réznowalencyjnymi — cizla wielobiegunowe.

Cze$¢ objetosci zajmowanej przez lan jest przez zespoly robocze maszyny zbieraja-
cej wydzielana z calodci a nastepnie przetwarzana. Nalezy przyja¢, ze komponenty
owego osrodka wykonujg ruch wzgledny w stosunku do calosci i siebie. Taki osrodek,
w ktorym da sig opisa¢ poszczegélne skladowe (-), bgdzie cialem o strukiurze dyskrel-
no-ciaglej.

Mozna tutaj zapisaé: wspohrzedne dla calosci £f =& (E:‘ ,t), wspéirzedne dla kom-
ponentu @ - Ef = x";,(é‘_“.t). PoszczegGlne komponenty sa w poréwnaniu do stanu

naluralnego doéé gesto upakowane co w opisie jest wazne, gdyz obok funkcji materia-
lowych £,, pojawia si¢ funkcje £, opisujace wzajemne oddziatywania. Dla pew-
nych osrodkéw mozna przyja¢, ze ksztalty poszczegélnych elementéw w sensie geo-
metrii calkowej nie wiele sie rdznig od siebie. Ponadto réwniez nie wiele w tymze sen-
sie beda si¢ roznily polozenia. Wéwczas kazdej czastce = ofrodka B bedzie moina
przyporzadkowa¢ element %) i wspéirzgdna « zapisa¢ jako

X{:).(id’!)—)x.k(i:‘:r’sf)' (l)
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Wartosci funkcji y sa miejscami w przestrzeni odniesienia 9} zajmowanymi w chwili
t przez punkt o mikrowspélrzednych 57 elementu @) przyporzadkowanego czasice

Ze B o wspolrzednych =X . Bedzie wiee to osrodek o strukturze lokalnej. Struktury

globalne obejmujq caly osrodek. Moga by¢ nimi elementy, z ktérych kazdy jeden wy-
petnia sam cala przestrzer. A wigc moga to by¢ np. nici ulozone réwnolegle.

W cialach niesprezystych nie mozna pominaé¢ powierzchniowych sil dyssypatyw-
nych. Cialo niesprezyste jako cialo termodynamiczne nie wykazuje zasadniczych ana-
logii do nielokalnych cial tj. takich, dla ktérych £ =0 [14]. W ciatach termosprezys-
tych, ktore beda ewentualnie uzyte w opisie osrodka siatkowego musza byé uwz-
glednione zrédia ciepla, jako efekt dziatania sit tarcia. Sily dyssypatywne traktuje sig
Jjako pojecie pierwotne (tak jak sily objetosciowe).

Model ciala sprezystego prostego jest niewystarczajacym dla opisu takiego osrodka
Jjakim jest lan, Wprowadzenie jednak do opisu osrodka juz choéby modelu ciala sprezy-
stego nieprostego powoduje, ze nawet wstgpne rozwazania wykraczajg poza mechanike
klasyczna. Wiaze sie to np. z zupelnie odmienng od przyjetej powszechnie interpretacja
peojeé masy i przyspieszenia.

Tylko dla cial prostych sprezystych tensor naprezen powierzchniowych tk'f oraz
sita 1Y itkf N,, gdzie: N, — wektor normalny, zalezg od pierwszych gradientéw
funkeji ) (E.f ,r) a naprezenia wewngtrzne beda sig znosié. Zaklada si¢, ze §=F =0.

Ciala bez , pamigci” tj. nielokalne w przestrzeni ale lokalne w czasie wydajq sig¢ byc
dobra aproksymacja pewnych sytuacji napotykanych w opisie oérodka roslinnego. Czg-
sto bowiem nie mozna wlasno$ci wyréznionych czeéci ciala okresli¢ bez odwolywania
si¢ do pozostalych.

Dla cial bez ,,pamigci” i bez ,efektu skali” tj. dla przypadku, gdy funkcja €° =0
zachodzié bedq zaleZznosci
JWil) @

£1=0, ' =2=4PEX) Dy, Dy, +C¥y,| Dyt -E (Bl vt

Poniewaz réwnania mechaniki musza by¢ odwracalne wzgledem czasu, tzn. dla prze-

ksztalcenia t— —t funkcja &' nie moze zmieniaé znaku wigc nalezy wprowadzi¢
wielkosd

cX ==, C*, 3)
gdzie: C ¥ - dowolna stala,

€z) — alternator znaku gwarantujacy zachowanie znaku funkcji 2.

Wprowadzenic alternatora €.,y wynika z faktu, ze w przesirzeni fanu 9, droga catko-
wania wplywa na warto$é calki. Natomiast w przestrzeni euklidesowej wyrazenie
C "Wl.l KDI,U: bedzie zerem.

Wprowadzi¢ tutaj mozna nastepujace zaleznosci:
- dla gestosci pedu

m, =£‘|D. =P(Ef)DWk+E (Z)EKV’*lx' @
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gdzie: P(Ef ) jest gestoscia masy odniesiona do jednostki objetosci £,
- dia skladowych tensora Pioli - Kirchhoffa
kK _ | —_ —~K LY
fe =-%, . =—€C* Dy, ¥ +£|, K (5)

Uwzglednienie w opisie §ZF,8yf,6W wyzszych przyrostéw kowariantnych po-

woduje, ze osrodki owe staja sig nieprostymi. Jezeli natomiast funkcja £ 20, to osro-
dek taki staje si¢ nielokalnym. Efektem nielokalnogci jest: brak praw zachowania przed-
stawianych w ich lokalnej postaci, brak mozliwosci rozdzialu energii na kinetyczng
i wewnetrzna.

W pracy WOZNIAKA [14] podano przyklady cial nieprostych zajmujacych pozycje
posrednia pomi¢dzy lokalnymi cialami prostymi bedacymi synonimami cial sprezystych
a cialami prostymi nielokalnymi. Ciala te charakteryzuja sie tym, ze funkcja £' jest

taka sama jak w przypadku cial prostych, natomiast funkcja £° zalezy od wyzszych
pochodnych. Jest to cialo sprezyste nieproste, ktére moze byé traktowane jako niesprg-
zyste cialo proste. Niesprezyste ciala nieproste pojawia sie wowczas, gdy funkcja mate-
rialowa £' bedzie zalezala od wyzszych pochodnych.

Jak to pokazano w przypadku ciala ,,quasi prostego™ wykorzystanie czlondéw nieli-
niowych w rozwinigciu funkeji =X,wf i W powoduje, ze nie bedzie juz tylko trzech
obiekiéw geometrycznych odpowiadajacym naprezeniom silowym, momentowym
i energii ale wigcej. Tzn. siedmio parametrowa grupa przeksztalcen ruchu nie bedzie

sprowadzala réwnan do &*,e" =~ oraz € ale uwzgledniala potegi i iloczyny tych
p

parametréw [8]. llos¢ parametréw ruchu wyniesie zatem M =61 (dla uwzglednienia
k

tytko pierwszych wyrazéw nicliniowych w wariacjach 8= *i 8 w* oraz odrzucenie

czlonu nieliniowego ZEVW a takze nieliniowosci przy wyprowadzaniu 8-W , 1.

S.W'=3 3 2 AQA-Y Y 2 AQ Ay,
T

T+aT f1'+alY

(6)
S Wi=3 3 3 Y SAQATAQA-YY Y Y e AQATAQ A,
T OTQ

T+AT P+ AL THAT Q4000

gdzie pominigto sumy drugich przyrostéw, tj. ¥ ¥ .(a{ar)a{aQ)).

T+arl+40
Poniewaz obiekty geometryezne ruchu beda niesymetryczne a wige dla tréjwymiarowej

przestrzeni ruchu begdzie 3?=9 niewiadomych. Zatem przy trzech zaleznosciach
(z racji wymiaru przestrzeni), ktére mozna wyprowadzié, jedno réwnanie ruchu bedzie
6 razy niewyznaczalne, Ostatecznie za$ przy M =61 réwnaniach ruchu problem ten
bedzie wymagal zbudowania 6:-61=366 warunkéw zgodno$ci geometrycznej. Skorzy-
stanic w tym miejscu z zaleznosci konstytutywnych staje si¢ problematyczne, gdyz
takowe w przypadku osrodkéw roslinnych nie sa znane a uzywane proste zaleznosci
reclogiczne nie maja uzasadnienia.
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Przedstawione w pracy WOZNIAKA [14] ciala zalezne od wyzszych pochodnych
powstaly poprzez rozniczkowanie wariacji zmiennych zaleznych S.wr, natomiast nic

sq one tworzone na zasadzie uwzgledniania wyzszych wyrazéw. Nalezaloby podac
interpretacje wyrazéw zawierajacych wyzsze pochodne w obydwu omawianych przy-
padkach. W pracy [14] podano je jako pojgcia quasi-pierwotne.

Ogdlnie mozna powiedzie¢, Ze istnieja dwa typy cial nieprostych. Te, w ktorych
funkcja materialowa £ zalezy od pochodnych zmiennych dynamicznych wzglgdem

czasu tj. Dy} oraz ciala rézniczkowe, w kiérych £ zalezy od wi o
Jezeli nie bedzie uwzgledniaé si¢ nieliniowych czesci wariacji, to w przypadku cial
nieprostych, a wigc uzyskanych przez rézniczkowanie bezposrednie 6,,|,u_* , uzyskuje sig

trzy slabe calkowe prawa zachowania.
Nowg jakoscia byloby powigzanie obydwu rodzajéw cial nieprostych.

Zgodnie z teoria wylozong w pracy [14] nalezy przyja¢ funkcje S (w_”) i8y (y/,"’ )
Jezeli funkcja S jest jednorodng i liniowa wzgledem zmiennych dynamicznych
a funkcja S7 jest stala, to wowczas bgdzie zachodzila zaleznosé

yeEr ,r)—> vz r)= n;r_“(Ef,r)+ e”S;"wﬂ(Ef,r)+ efsy,
a=12,...,m

M

Przeksztalcenie (7) wynika ze zwigzku &) = (6," +e1 !l +€}, kiory nie jest uzaleznio-
ny od warunku infinitezymalno$ci przyrostéw parametréw efq. Stale S7/,SF cha-
rakteryzuja wielkosci transformacyjne zmiennych dynamicznych w."(E.f ,l) przy prze-
mieszczeniach i obrotach przestrzeni odniesienia. Stale te nalezy powiazaé¢ z uprzednio

przedstawionymi obicktami geometrycznymi A, opisujacymi strukturg roslin i fanu.
Teraz przeksztalcenia i wariacje zwiazane z zaleznoscia (7) przyjma postaci:

E o EF v gYE v et 1o 1+81, EX 5Z¥ +8Ef,

R T T RS & P A

(8)

(3] I a
36'—- +§"V-

6';’-“ =6ll‘lu:1 +IIU¢“ Basf +59W.a HI( Ef)z +-;: "w'a R (GE:IT =

=e"Selw, +€*SP,
S =€'Sy +5”Sﬂ”'f’p ~eDy .
Wariacja 6Z* méwi o jej bezposrednich powiazaniach z obicktami geometrycznymi

opisujacymi przemieszczenia liniowe i katowe w przestrzeni oraz w czasie.

Dodatkowe stopnie swobody mozna réwniez interpretowaé jako wspdldzialanie osrodka
z polami zewnetrznymi.

Funkcje materialowe bedzie mozna zapisac
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x;Dl,;r_")—) 2 EF + 525+ +E ST +eM Sy,

SEF e
9
ye

+£”Sf,ﬂl;lﬂl Dy +gtsm D!;rﬂ)
P L Wl | Dw D )

> =X +62r 1 +6E! +6:",r+e,|,¢r_ +e* Sy +e S v

v +er ST+ e SIP T

+s"’Sf§”|,u,,

Hooap
|K+£ Sy w,,l
DyZ +£YS3 Dy i DGR +e*‘s:;"D.p,,)

Przedstawione zaleznodci beda mialy wplyw na postaé praw zachowania oraz warun-
kéw ograniczajacych postaé funkeji materialowej.

Wielkosci S&7 i ST nalezaloby zastapié¢ funkcjami majacymi bezposrednie powia-
zanie ze struktura ¥ tj. wspolrzedne w7 przedstawié jako
wrEr )R )=p B o)+ "xf‘,"wp( ..)+e Xe (10)

gdzie: & =const, ¥ =const inie zaleza od £* oraz £V

Pamigtajac, ze funkcje struktury x0f i x¢ znmajdujg si¢ zawsze przy stalych

el ie} otrzymuje si¢ réwniez 61 réwnan [8]. Dla opisu osrodka rolinnego wias-

ciwszymi jednak wydaje sig byé przeksztalcenie
weEr 1) e Er )=weEr eyl st et ) (an
ktore wskazuja na zaleznosé £¥,£*,55 od wspéirzednych Eulera vi,
Prawa zachowania mozna zapisa¢ w postaci
]+
X

ZZxk{ (“"’- =i, -2l )—ti.x[[ 2|, =
+F’(l-|.l’. = .) Dm (l v, E.'l )-l-me_ L}A_Qm

;gxﬁ;f{fﬂx( v

=K

+P[ (Wﬂ} W, |'_. c“”) Dmh('l’pl W.I .‘-' tm)-

} AQAr = (12)
=x)
""‘) Dm (Dw, +|,u_‘ D""")
= )+ DE}AQ Ar =0.

-nm D(l;lm-l;l_

._..

ei]

o=K

- .(Dw." +wl|,

;%{: K(Dwf +w]|, =¥ +S‘D"E.‘f1x +

a [
+F3,(Dw. ¥,
-r:naD(Dw_ Y|
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Dodatkowymi stopniami swobody moga byé np. gradienty p6l skalarnych takich jak
wilgotnosé i jej odpowiednik temperatura a takze ogélnie rozumiane pola biologiczne
oraz entropia.
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Streszezenie

Dla oérodkéw, w kidrych funkcje & =0, & =2, zachodzi w przestrzeniach niecuklidesowych

koniceznos¢ wprowadzenia allernatora €, gwarantujacego zachowanie znaku funkcji e,

Dalszn, kwestin uszczeg6lowiajaca opis orodka jest wprowadzenie dodatkowych stopni swobody. llosé
praw znchowania bedzie zalezna od wprowndzonych uproszezei. Dla warunkdw preyj¢tych przy opisie
ofrodkdw quasi-prostych bedzie 61 zaleznosdei.



APROKSYMACJA MECHANIKI LANU MODELAMI
BARDZIEJ ZLOZONYCH OSRODKOW

Cz. IL. O$rodek wieloskladnikowy, o$rodek strukturalny

Andrzej L. Marciniak, Andrzej Fijolek
Katedra Maszyn i Urzadzen Rolniczych WTR, Akademin Relnicza, Lublin
Jerzy Podgdrski, Pioir Sieczka
Wydzial Inzynierii Budowlanej i Sanitamnej, Politechnika Lubelska, Lublin

Synopsis: Dalsza probg opiséw oSrodkdw jest wprowadzenie cial wieloskladnikowych, zorientowa-
nych lub wiclobiegunowych. Nast¢pnie cial o strukturze dyskretno-cigglej, lokalnej i glo-
balnej. Najwlasciwszym opisem wydaje si¢ byé¢ cialo wspoldzialajace z polami zewngtrz-
nymi.

Slowa kiuczowe: Ofrodek: wicloskladnikowy, zorientowany, wiclobiegunowy. O strukwrze dyskretno-
ciaglej, lokainej, plobalnej. Pola zewnetrzne.

Mechanika tych osrodkéw wymaga ich zhomogenizowania [I] co ogranicza mozli-
was¢ wykorzystania tej teorii w opisie tanu. Uwzglednienie dodatkowych stopni swo-
body pozwala traktowa¢ ofrodek jako jeden uklad dynamiczny przy ograniczeniu si¢ do
przestrzeni QXT a przy uwzglednieniu SZX 20, do przestrzeni (QxAQ)x(T'xAT).
Te dodatkowe stopnie swobody umozliwiaja opisanie ruchéw ogdlnych innych niz ruch
samego ciala traktowanego jako jednorodne (uwaga o zhomogenizowaniu), Tak wigc
kazdej czastce mozna przypisaé pewien zbidr wielkosci identyfikujacych ja. Tymi wiel-
kosciami bylyby gestosc, lepkodé, wymiary, ksztalty itp. Wystepujace tutaj funkcje
struktury  x& ix2® powinny byé raczej zaleznymi od wspéhzgdnych. Jezeli

& =g tj. 2 =0, to wowczas uzyskuje sig cialo sprezyste proste z dodatkowymi stop-

niami swobody. Przeksztalcenie wspélrzednych dane bedzie zaleinoscia (10 cz. I) lub
(11 cz. I}. Wspolrzedne Lagrange'a bedzie mozZna zapisaé

Z,€8,, a=12,...N, E, €8, €B, €.£3, n
gdzie: B, - zadane rozmaitosci rézniczkowe.
Wspélirzedne Eulera

£ =y nEL) @
wskazuja na miejsce zajmowane przez czastk¢ E,) skiadnika {a) w momencic .
Zaleznogé (10 cz. 1) bedzie teraz mozna zapisad
TR A L) B A L) L VI IR % A e
. N
wi(EL1)= ’zga,,:,,__,,)y{,;(s;‘,:) M =3N, 3)
N N
xﬂf - ’Z(| :ﬂa -3 X‘S.spnz-:l) x-‘; = ’Z (Ia;:-ax—:-)-

gdzie: 8,5, ; — & —Kroneckera.
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Tutaj wspélrzedne v .5} (‘_, ) sa skladowymi, ktére lacza czastki o pewnej wspéinej

cesze (A). W osrodku wieloskladnikowym posiadajacym 2 typéw czastek mozna
wprowadzi¢ funkcje

N
x:g] = Elairnx-lxafhu-:i)

i.g :n:m-s )

Wprowadzenie wielkosci (afsm_,) pozwoli zapisaé szereg wiclkosci trudno definio-

(4)

walnych a zwiazanych ze skladnikiem 4. Tak wigc wielkosci xr” i x, charakteryzuja
wlasnoéci transformacyjne zmiennych dynamicznych uwzgledniajacych jednoczesnie
funkcje B'. Nalezy tutaj wprowadzié nastgpujace oznaczenia

Iy - .
taue =—D8l . | mgyx =DEl . (5)
{a)k |ly[n)|‘ (e)x |Dw(ﬂ}
Uzywajac do zapisu operatora 8-Kroneckera bedzie
Hasin = Bc 300 oo Mgy, = 8,303 My (6)

Slabe calkowe prawa zachowania beda mialy postaé¢ podobna do zaleznosci uzyska-

nej dla oérodka quasi-prostego. Beda one uwzgledniaé funkcjg struktury. Kazde z 61

rownan wynikajacych ze slabych praw zachowania bedzie suma 3 (-) . Omawiany
A

model moZna rozszerzyé na ciala nieproste dowolnego rzedu ([2], s. 142).

Cialo wieloskladnikowe jest zorientowane, gdy kazdy punkt materialny posiada
okreslong orientacje zdefiniowanq przez bazg wektoréw kierunkowych. Wektor orien-
tujacy ma postaé

doft =d 2ELLNZ) a=12,..N. 7
Zaczepiony jest on w miejscu &7 zajetym w chwili 7 przez punkt materialny o wspél-

rzednych =¥ . Ponadto nalezy uwzglednié ruch wzgledny dla N —1 skiadnikéw.
Wektor definiujacy cialo zorientowane zachodzi w zapis wspélrzednej

vt =8yt EE )+ DL din Bl ) ®)

Ograniczajac si¢ jedynie do Iiniowych wyrazéw rozwinigcia bedzie mozna zapisaé
k=K

v, (— ')_“V.( : )"'E 'V:(—.- )"'9

dd, EX )—>d(.).( Xr)ret d(-):(=- 1)

Z pordéwnania powyzszego przeksztalcenia zmiennych dynamicznych ciala zorientowa-
nego z ogélnym przeksztalceniem

EF S EF 1t +gYE

9)

wynika, ze
Sﬁﬂ 636‘] +26k+336f+3n' S: =6:' (10)
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Wynika stad, ze w tak prostej interpretacji oérodka, tj. gdy zadany jest wektor kierun-
kowy, funkcje struktury mozna przestawic¢ w postaci funkcji 8-Kroneckera.

Zastepujac wektor d,s, tensorem W)y . J\“( ) otrzymuje si¢ osrodek wielobie-

gunowy, Te dwa o$rodki tj. zorientowany wieloskladnikowy i wielobiegunowy zorien-
towany po zastosowaniu do nich odpowicdniego zabicgu homogenizacyjnego bedzie
7 pewnoscig mozna wykorzysta¢ w opisie tanu. Prawa zachowania przyjma teraz postac

[%"'k(l v =, ]AQ] -
=1, 'S’:K|.)An ZP(I wh -.|,)An]m.
‘|:“|)+m('){k(d(u] - =Kl m)] }"=

—Z(@rl(l—w.

el

_ K =% =&|”
AR
an
n) ih -K(u) :.l(‘(n)D
'”(n)lt-(d -d, | Luvl = ;uvl)}An+
=k}

+%[P[k(WI}-W:1fo

o o P -] 50, Y o

[g{mk (pw +yl|, D°EF )- £+ (e Dt + d| ) }A.Q] =

o

[} A.-'l

=z{§ [rlt (Dl,v_" +y,| D'EL +2D°E] )+r(f)h(Ddf“’* +d} D"Ef‘“’«i-.ED"Ef["’) n+
TN

+E[P (Dw, l,tf_‘ D"“")+ P )k(Dd*(‘)+d*("

pezke) AQ}Ar

Laczenie elementdw ciala wieloskladnikowego i zorientowanego daje cialo wielo-
skladnikowe zorientowane o wspolrzednych [2]

5 ) N 2
‘I’f('—;-f-f)=uzlamu-3 'I’-"(.,](Ef -')"‘Ff&md nt}(‘:'f") (12)
Tutaj
af o a B a g a
Sy =u)215k+3..-3 8333 S =u>:15mn-:\ . (13)
Sily objetociowe dane beda zaleznosciami
b =02 b by =08,5a)bs @a=12,..3N +3. (14)

W réwnaniach momentéw i energii wystapia obok sil objetosciowych réwniez mo-
menty objetosciowe. Bedzie zatem

by =b Wyt b Dy! =t Dy} +1.Dg! =b;D'I’:+E:jt Dy, (15)
gdzie: b, - sily masowe.
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Wektory orientujace a takze przypisywane punktom tensory réznych walencji sa
$cisle zwigzane z wigzami wewnetrznymi [3, 4].
W ogdlnym przypadku wiezy przyjma Tostaci [2]
Lobel=Lale]l=...=Lyle]=0, r<M. (16)

Zatem wspétrzedne & beda zmiennymi dynamicznymi z racji na =¥ i t oraz zalez-
nymi z uwagi na wystepujace wigzy, ktére moga przyjac dla ofrodka roflinnego szcze-
gélnie interesujace postaci
t | (a) -
d(“)“a(g)uf |A‘ =0, l:)d,:'q d(’y -DI'U'*L]_O' (17

Wiezy nie mogg wplywac na posta¢ funkcji materialowej £ oraz na posta¢ slabych
i silnych praw zachowania. Wigzy natomiast beda wplywa¢ na postac oraz ilo§é réwnan
ruchu. Cecha o$rodka wieloskiadnikowego jest miedzy innymi to, ze w danej makro-
objetosci wystapi zbior mikroelementéw tak malych, ze zjawiska zachodzace w tej
objetodei sa ciagle. Model ponadto dopuszcza wzajemng dyfuzje skladnikéw,
Wyrdznione elementy takiego osrodka moga jednak poruszaé sie inaczej niz np,
wybrany fragment osrodka jake calodci. Osrodek taki mozna przedstawi¢ w postaci
zbioréw [2]
EfeB, EAe€B, a=12..M. (18)
Zbiory te spelniajg warunki:
1. Zbi6r B, bedacy czgscia ciagla oérodka, mozna odwzorowaé funkejg £F =y ! (Ef J)
na objetosé Qe 9, parametryzowana przez makro-wspoirzedne Lagrange'a =5,
2. Zbiory By, jako elementy osrodka, mozna odwzorowaé funkeja ¢ = x(:)_(;‘:‘,r) na
objetoi¢ we 9, parametryzowan przez mikro-wspélrzedne Lagrange'a 32.

3. Osrodek B jest cialem quasi-prostym.
Funkcje materiatowe przyjma postaci

o =Xyl RN 2o, @ =£’[(-).(7)}

ol @l A k k
E"‘)_Eh)(“(a)-""c(a)-""(a)-

Loy = -%.m((')a g )

A'D"(é)-)=%)[‘]’ =% )[[-].[:]) (k)

Funkcje .EL),SZE,), ey nie zaleza od zadnej ze zmiennych dynamicznych
x‘h',‘)_, y #a. Podobnie bedzie dia funkcji £, 5y z zaznaczeniem, ze a# f§ . Ponadlo
dla =, Lo py=0o0raz £, 5)=2,,). Funkcje £, przedstawiaja zwiazki migdzy
clementami « i B, kiére z racji owych wzajemnych powiazan staja sie nielokalnymi
przestrzennie. Oddzialywania lokalne wyrazajg sie przez warunki brzegowe atakie
poprzez uzaleznienie si! objetosciowych od zmiennych dynamicznych ! (Ef,t)

i 1 Gr).
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Przeksztalcenia ,,na™: zmiennych dynamicznych, zmiennych niezaleznych oraz ich
wariacje beda podobne do analogicznych zaleznoéci uzyskanych dla osrodka prostego.
Zaklada sig tutaj réwniez uwzglednienie wyrazéw nieliniowych.

Funkcjonat dzialania przyjmie postaé

w=;§{s:'+);)‘;£2a§&}mm+

a

+3ITT T CpmbeanPar,
a T Qo

gdzie:  Aw@= Ay By, A = AFfayre-or By

+ Z{ZE[.@}R, +3 ¥ el A@ AT )Aw(")Ar + zzzg(a)m‘"’mm} +
T & T o TOQw (20)

Jezeli zmiany wspélrzednych beda infinitezymalne to uzyskuje si¢ posta¢ stabych
praw zachowania identyczngy jak w pracy [2]. Jednak dla zmian skofczonych

i w obecnosci 62X %0 oraz 83 #0 nalezy uwzglednié w postaci wariacji kombinacje
wynikajace z réznicy

T X XY X OX-XINRNY. (21

T+T Q+86Q oo T+ET Q+60 anbar TQoTHae
Whiynie to na znaczne rozbudowanie postaci praw zachowania a takze zwigkszy ich
iloé¢. Nalezy pamigtaé, ze symbole 3, i3, sa zwyklymi sumami,
a f

Nalezy zaznaczy¢, ze o nie jest liczbg zbyt duza. Ponadto model osrodka dyskret-
no-cigglego mozna rozszerzy¢ na ciala nieproste.

Jezeli ofrodek traktowaé jako pewna zaloéé¢ o elementach skladowych mogacych
wykonywa¢ ruchy wzgledne, to aproksymacja fanu modelem dyskretno-ciaglym bedzie
wlasciwa.

Niech clementy () beda znikomo male w poréwnaniu z wymiarami orodka oraz
beda bardzo liczne i gesto ,,upakowane”. Kazdej czastce Se B mozna przypisac ele-

ment Bz, a wspolrzedne x"(a)(ff,r) zastapi¢ wspdlrzednymi x‘Gf,r,Ef ) Wartosci

funkcji xf sa miejscami w Si’: zajmowanymi w chwili 7 przez ,,punkt” materialny 9.,
o wspéirzednych 5/ . Punkt ten jest przyporzadkowany czasice S€ @ o wspdhrzednych
Lagrange'a =,
Bedzie zatem:  dla ruchu osrodka % — £} =wf(5f.r)

-k

dla ruchu elementu By — &5 = x2;2,E] ). e, jlew.

lo$¢ rodzajéw czastek (o) tez jest bardzo znaczna.

Lokalne oddzialywania migdzy osrodkiem @ a clementem @) sq opisane warunkami
brzegowymi bad? wyrazaja sie poprzez sily objetoéciowe. Lokalne oddzialywanie po-
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migdzy By, i ) jest mozliwe jedynie, gdy owe elementy stykaja si¢. Oddziatywania
niclokalne (. za posrednictwem osrodka sg dane funkcja

Ny .r] (22)
A

Natomiast oddzialywania nielokalne migdzy dwoma elementami By, i '(B[i} dane be-

- K A

= [—.,w..w.l DYLELFULTL,

dzic zaleznoscia

£= Q[vag‘-ﬁrx JC

Dx. ,_f‘-‘;t'x-'k‘x-kl Dg:’t] (23)
A

A

Funkcja materialowa elementu B jest dana jako ‘e

Funkcja £ zalezy od argumentéw funkcji ‘€' w punkcic Z[,;0,¢ przestrzeni
QxwxT oraz od argumentow tejze funkeji ‘€' tylko 2e w punkcie
Ex 520 @xax).

Funkcjonal dzialania przyjmie postaé

W= ;E[S’) +§,§,£3A5AF]QM+EZZ(’£’ +2£’£’AwAF}3nTAQA:+

QT o
+3 T T3 SAGARAQAI+Y T T T T EAGADAwAQAL, (24)
TN w TQoa

AQ=AZIAZIAZS,...
Aw=AzlA;2A5D..
W omawianym przypadku liczba réwnan stanowigcych tresé slabych praw zacho-
wania bedzie jeszcze wigksza a ich postac znacznie bardziej rozbudowana.
Elementy strukturalne, male w poréwnaniu z wymiarem oérodka, sa rozmieszczone
zgodnie z okre$lonym porzadkiem oraz mozliwie gesto. Dla Zdibla, ale takze dla fanu,
mozna przedstawi¢ zbidr pretéw By o zadanych powierzchniach bocznych. O$ preta -

walca jest krzywa o koncach lezacych na powierzchni otaczajacej ofrodek - Zdzblo badz
lan. Strukture globalna bedzie mozna zatem zapisaé

g: =Z§t).(5:”) A=I’2’3!
ko _ I.'(i,\ wyt ) =17 _ (25)
6. —5. "‘t"'h) a=12,...M, a=LI,
gdzie parametry %7, wyrézniaja o$ elementu @,.
Funkcjonat dzialania ma posta¢
W= E}:[s:‘ +E££’AM}A§W+ZEZ(’£’ +22 ‘O ADAT ]AmAqu: +
T Q F ¢ T o
+3 33T SAWAPAQAI + T T 3T T SAGADAWADAL, (26)

rFaoow T ¢ o oo

gdzic: AD =AY, AD=AT', lub AD =AY AY?, AD = AT'AY?
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g =yiEfe) & =2t 2ent) 2Feq, Ztes, wico, @)

gdzie: funkcje w! sa miejscami zajgtymi w chwili 7 przez czastke =¥ oérodka B

w przesirzeni 9, , natomiast x" sa miejscami zajetymi w chwili # przez punkt o wspél-
L]

rzednych Z? nalezacy do elementu By, wyréznionego parametrami @%*, 35 - obszar
co najwyzej tréjwymiarowy, ‘@ - obszar co najwyzej dwuwymiarowy. Wynika to
z faktu, ze polozenie dowolnego punktu na krzywej 97 =const okreélone jest jednym
parametrem Z!(a=1,1[;A=1) lub, ze powierzchnia %* =const jest zdefiniowana
przez parametry Z'Z*(2=1;A=1,2). Inaczej mowiac °S jest obszarem parametryzuja-
cym kazdy z elementéw, natomiast > jest obszarem przestrzeni parametréw 9°
wyrézniajacych elementy By,
Nielokalne oddzialywania: miedzy osrodkiem a elementami sg dane funkcjq

Dxf,r]

natomiast migdzy elementami mozna zapisa¢ jako (28)
= 8lgh it ytxt| Dat Z2G2 7 7Y D)

Wspdlrzedne Lagrange'a (:_ ZE _) opisuja polozenia punktéw ciala co zwiazane

SY: ) é(s"k'w: -‘i’: DW. 'Z:"M l'x 'x

jest z dokladnym opisem morfologicznym, histologicznym oraz cytologicznym.
Jezeli teraz kazda czastka bedzie sama dla siebie kontinuum materialnym [2], to
wiwczas

eX=gHEX Z01) =Feq, Z'e s ©9)
Funkcje te opisuja mikroruchy (Z ( ) ofrodka w czastce o wspolrzednych (__ ) Ruch
samej czastki, bez wyrdznienia jej struktury mikro opisany jest funkcig &) = ( ¥ ,r)

Funkcja ta jest usrednieniem w mikroobszarze S wartoéci ¢! . Cialo takie zwane

osrodkiem Mindlina odpowiada ciatu z dodatkowymi stopniami swobody a sciglej cialu
wieloskladnikowemu. Struktura globalna moze odnosi¢ sig np. do pojedynczego zdzbla,
traktowanecgo jako clement zbrojony.

Pola zewnetrzne @" to w gruncie rzeczy pola o charakierze biomechanicznym wy-
nikajacym z racji uwarunkowan samej rogliny jak i z racji ,,mikrometecrologii” tanu,
Jezeli uwzgledni sig owe pole zewnetrzne @" a takze to wszystko co plynie z zacho-
wania si¢ 8ZF , to wéwezas bedzie mozna méwi¢ o znacznie pelniejszym obrazie me-

chaniki lanu. Prezentowane w rozprawie rozwazania w gruncie rzeczy nie wykraczaja
poza mechanikg podang w pracy WOZNIAKA [2]. Innoécig podejécia do zagadnienia
opisu procesu byloby uwzglednienie wyrazéw nieliniowych w  wariacjach

8=F, 8wk, 62 i we wszystkich innych funkcjach materialowych, kiérych rozpatrzenie
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okazaloby si¢ konieczne. Ponadto zalozenie, ze =X 20, umozliwia wprowadzenie
elementéw eksperymentalnych do opisu teoretycznego a takze przejscie do opisu
o$rodka poprzez pola zewnetrzne. Pelen zapis §=F (E,E".s“) daje takze inng postaé

praw zachowania, Parametry £,6* ig” =-g” nie sa infinitezymalnymi z racji ograni-
czeh instrumentalnych. Nalezaloby tutaj wprowadzié do SE¥ zbiér obiekiéw geome-
trycznych {ﬂl,,} opisujacych oérodek. Elementy tego zbioru bedg réwniez definiowaé

pola zewnetrzne. Zbiér {ﬂl.:} réwniez bedzie mozna wprowadzi¢ do SEX dzigki
umowie sumacyjnej obowiazujacej we wzorze

- e U4
6=t =B} -E0=5H &"+= [()|
t

Nalezy wyréznit: 8- funkcje materialowa pdl zewnetrznych,
£ — funkcje materialows oddziatywai pole zewnetrzne — osrodek,
o5 )=l X 1))
Wyrazajac funkcje wystepujace w £ i £ poprzez (b"L_ , gdyz
n _ k n_ k i X
of| =8 v'|. Dol=Dor+os| Dyl wi| ¥
o7, =02 .|, Do2=Dol -9 Dyl =Do* - Do"| Wi Dy,

' (30$)

wéwezas £ 1 a .é—)f.
Stosujac metody wezesdniej przedstawione uzyskuje sig wariacje funkcjonalu, ktéra tym
rozni sie od innych, ze nigdy nie moze w niej §ZX =0 . Uwzglednienie wariacji zmien-

nych niezaleznych jest wynikiem zmian przestrzeni odniesienia spowodowanymi przez
pola zewngtrzne.
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Streszezenie

Na ogol modele osrodkéw wicloskladnikowych wymagajg ich zhomogenizowania co nie zawsze jest
mozliwe, Ciala wicloskladnikowe mogn byé zorientowane a takze wielobiegunowe. Problemy te wigzg sig
z zagadnicniem wigzow wewngirznych.

Jednym z najbardzicj przydatnych w opisic osrodkéw ralniczych jest cialo o strukturze dyskretno-ciaglej.
Poszczegdlne skladowe moga poruszaé sig inaczej niz cale cialo. Waiznq rzeczy bedzie podanie funkcji mate-

rialowej skiadnikn Ly oraz migdzysktadnikowej £(p. Przy duzej liczbie skladnikow (@) i ich znikomo
malych wymiarach ofrodek staje si¢ cinlem wyposazonym w strukturg lokalng. Natomiast gdy w odrodku

mozna wyrozni¢ pewne porzadki, to staje si¢ on cialem wyposazonym w struktur¢ globalng. Najwnikliwszym
modelem ofrodkéw rolniczych wydaje sig by¢ cialo, na ktore oddzialywujq pola zewngtrzne,



ZAGADNIENIA PROBABILISTYCZNE W DYNAMICE ROSLINNYCH
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Synopsis: Opis probabilistyczny jest przyjety z koniecznogei. Zbyt czesto bowiem elementy losowe
dajq o sobic znaé w opisic mechaniki ruchu ofrodkéw rolniczych. Obccaic nic jest mozliwe
sporzadzenic opisu w jezyku atraktorow (chaos deterministyczny) i diatego nalezy wlasnic

odwola¢ sig do probabilistyki.

Slowa kluczowe: Przekroje makro, mezo, mikro, komérki i punkty ,koincydencji”, réwnanie Chapmana-
Kolmogorowa, proces Markowa, M-cquations,

W mechanice lanu znaczna rolg odgrywa element losowy. Z racji bardzo znacznej
ilodci obiektéw geometrycznych uczestniczacych w budowie modelu oérodka, nalezy
zdefiniowac¢ obszar mezoskopowy [1, 2, 3, 4). Obszar ten musi by¢ taki, aby jako mini-
malny co do wielkodci zawieral dostateczng liczbe mikroskladowych a jednoczesnie byl
na tyle duzy, aby moina bylo jego granice uzna¢ za brzeg wielkosci makroskopowe;j.
Srednice obszaréw wyznacza¢ bedq mozliwosci eksperymentalne, Celem zasadniczym
analizy probabilistycznej jest podanie postaci kinetycznego réwnania M - equation,
Zaklada sie, ze proces odksztalcania jest procesemn Markowa. MozZna tutaj dokona¢

nastgpujacego poréwnania,

Deterministyczny uklad siatkowy

1. Quasi ciagly uklad materialny.

2. Dowolnie maly pojedynczy
clement.,

3, Deterministyczne réwnania
ruchu,

4. Naprezenia Cauchy'cgo - we
wspolrzednych Eulera oraz
Pioli-Kirchhoffa we wspélrzed-
nych Lagrange'a.

5. Rownania konstytutywne
- funkcje materialowe £

Probabilistyczny uklad mikrosiatkowy
Dyskretny uklad materialny.

Cazasteczka o objetosei V' i powierzchni g‘

Probabilistyczne réwnania ruchu.

Uogélniona sila powierzchniowa — model
komérki koincydencji [4].

Probabilistyczny funkcjonal materialowy
M M

g"v = m{E;.l:l’al"pa'q"oa;:lg;'.ig|9|;}

gdzie: p - gestodé, O - temperatura,
a. - wektor wskazujacy na

poloZenie komorki” elementu .

Na podstawie pracy [4] wprowadzono nastgpujace oznaczenia (rys. 1).
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MEZOOBSZAR
NIEODKSZTALCONY

MEZOOBSZAR
ODKSZTALCONY

Rys. . Schemat oznaczen przy konstruowaniu modelu probabilistycznego

o o
Objetosé i powierzehnia sq dane dla: obszaréw makro - V, §, mezo- V «V, § «§,

pojedynczych elementéw ag. Q. Bedq zachodzily tutaj zaleznosci

M L M
VOV =0, LzM, V=_JV. )

M=l
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Literami duzymi oznaczono stan przed odksztalceniem, natomiast matymi stan po od-
ksztalceniu. Beda tutaj zachodzily nastepujace zaleznosci geometryczne

i o a o a a

. =0ny+R, E&=bl%+n, Gi=0ufi+k.,

o a [+ o [+ a a o a o IJ ﬂ a &a [}

ga=onh+r., ui=rl-R., wi =§-£ =00 5-0] 5,+u @

pi=gi-Gi=8.h-0LH +u..

Mikroodksztalcenia dla wspélrzednych Lagrange'a i Eulera mozna wyliczyé
z wezesniej podanych zaleznosci. Beda one zatem réine od podanych w cytowanych
pracach AXELRADA i PROVANA. Dla orientacji oraz rozmiaréw elementéw mozna
rowniez podaé momenty gestosci rozkladéw prawdopodobiesistwa.

Sieci, lak w sensie makro (lj_' ) jak i mikro (5{ ) sq ruchome wzgledem siebie. Moz-
na tutaj podaé punkty chwilowo pokrywajace sie, ktére naleza do dwdch réznych sieci.
Bylby to wigc niejako ,punkt koincydencji” [4]. Powierzchnie tych komdrek a takze
odleglosci ich centréw od siebie przyjma postaci

I
e, = j|dje. . 3)
N
a A

agq q ‘E 'ﬁ aT
AS=AS, g=1,..,p, d.=0d-A=
2] 1 . .
-0 H_+R)-R. - wielko$¢ powierzchni w stanie
nieodksztalconym,

7
d;

A RS N
gdzie: A, =G, -G, =0 H

@ B o A p a a g
d.=g.—g.=0 h -0 h+r—r - wielkod¢ powierzchni w stanie

odksztalconym,
off of af a a
d;=0d;-A, =p.-pn. - wzgledne przemieszczenie,
of a P
A, =R;=R; - odleglo$é¢ srodkéw mas komorek uczestniczacych

w koincydencji.
Punkt ,koincydencji” w skali makro moze by¢ modelem punktu kontaktowego.
af
d;

Pomiedzy ,komdrkami * wystapi okreslony potencjal ‘i‘{ } , ktérego pochodna

kowariantna stanowi sile, traktowana jako sila wewnetrzna wzgledem obiektu
&F ﬂ_ﬂ aff faf afl J 7
F:=e¥W|d. =r;{d_‘]=6 d.—d. [F., 4)

ap  off

af of
gdzie: dlad;=d;, 6=1, orazdla d #d., &§=0.
Bilans sil jako pierwsze réwnanie réwnowagi przyjmie postaé
o ﬂﬂ afl
):{5[:{ -d, ] ]AS Zr AS= Y tp__ n AS, 3

As a5 Fa's
gdzic: mikronaprezenie Cauchy'ego,
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au
N

5;:5;[6{‘;;. =20 H ©)
0%

¥y
Podobnie mozna zapisa¢ bilans momentow. Natomiast funkcjonal charakterystycny
M

energii dany jest zaleznoscia M Encrgia catkowita dana bedzie zaleznoscia
r pP_MM y

=327 5AS= 2911. 1))

Mal g M=l

M M M
gdzie: AS -przyrost powierzchni, T -sila powierzchniowa, J, - przemieszczenie
mezoobszaru.

Wielkoséci opisujace: sily, momenty oraz energig, nalezy wprowadzi¢ do réwnan

T
di
zeniami momentowymi oraz energlq Ponadto nalezy uwzgledni¢ losowo$é: wymuszen

objetosciowych PE i L oraz 4%, a%, a%,, ﬂ!" bedace odpowiednikami obiek-
- L] s o
o ®© ()

ruchu siatki w wielkosci ¢%,, m%,, gl

bedace naprgzeniami silowymi, napre-

téw 8 — Kroneckera.
Szczeg6lnie wazne miejsce w opisie osrodka roélinnego zajmowaé beda procesy
Markowa. Kazda ,komorka” - element  posiada swéj wektor stanu

VAV a=len M, i= e, "
vi<vil)<vitav:, =,

a 3 ] ]
gdzie: r - liczba okreélajaca ilo$¢ zmiennych, v_ e X, [v_',v_'+ av, ]c X , gdzie X jest

zbiorem otwartym, 3 - symbolizuje mozliwa dokiadno$¢ pomiardw, C-zbidr liczb
calkowitych [4), ¢ -oznacza tu i dalej przyrost. Tak wigc wielkosci 3 wyznaczajg
zakres wartosci, miedzy ktérymi znajdzie si¢ wielko$¢ mierzona [5, 6, 7). Teraz

gv’.'ez yUTcX . )

Mozna zatem przyjaé, ze I jest © - algebra kul zbioru X. Jest tak dlatego, 2e Z stanowi
G - cialo zbioréw bedacych rodzing £ taka, ze
- zawiera ona element pusty,

- dopetnienie |JE\AEE gdy A,

A=l
- gdy elementy zbioru naleza do rodziny, to nalezy réwniez i ich suma. Najmniejsze
¢ - cialo zawierajace rodzing wszystkich zbiordw otwartych przestrzeni topologicznej
bedzie zbiorem borelowskim tej przestrzeni mierzalnym w sensie Lebesque'a. Ma to
takie znaczenie, Ze mozna nie tylko poznaé warto$¢ sumy ale i réwniez udzialy w niej
poszczegdinych skiadowych.
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Zbiory wektoréw v e A nalezy wyposazy¢ w domknigcie A, kiére mozna zdefi-
niowac jako ciag granic wyrazéw nalezacych do A. Natomiast brzeg zbioru

A=A -intA, (10)

gdzie: int A wngtrze zbioru (zbidr otwarty jest wéwezas, gdy intA=A), moze byé

definiowany w oparciu o tensor krzywizny. Wystepujace w definicji domknigcia grani-

ce mozna interpretowaé z kolei poprzez omawiane wczesniej obiekty geomeltryczne.
Miarg zbioru bedzie wielko$é

> r 3
w=m[gv,‘)él'[gv;. an
=l
Zbisér wektoréw A definiuje réjka (X,X,e)} w sensie okreslenia jego wlasciwosci
wzgledem miary. Na zbiorze tym beda wystgpowaé funkcje

(F6:)s02)e X, {,,(g;,- }m(c_w’.-]]ez. (12

Beda one mierzalnymi, gdy [4]

v,
{m)f}ez (13)

Jedna z funkcii (12) bedzie gesto$¢ prawdopodobiefistwa a argumentami obiekty geo-
metryczne oraz slabe prawa zachowania,

W dalszym ciagu przestrzen lanu %, bedzie migdzy innymi zbiorem elementow

bedacych klasami réwnowaznosci funkcji np. ! ograniczonych, mierzalnych w sensic
zaleznosci (13) w X oraz catkowalnych w sensie Lebesque'a,
Teraz w sensie procesow Markowa, mozna okresli¢é prawdopodobienstwo
3 3
3’,(v;|gv_'] przejécia wektora stanu v(t) w kulg otwarta gv. w czasie (badz przy

zmianic dowolnego parametru) t+At (At >0). Funkcja 3, jest procesem Markowa
o wilasciwosciach:

l.ov,eZzmiarami w w X i Z w I,

2. dla kazdych danych parami rozlacznych zbioréw o va_' € X i dla prawie wszystkich
v.e X bedzie: 3, 20 i 3’,(V_';X)=I.
Prawdopodobienstwo 3, okresla operator liniowo sumacyjny zwiazany z calkg Leb-
esque'a - Stieltjesa

¥ 3
A,n(gv.']=$s,(v:x_w:}:(:sv.‘) (14)
X
gdzie: 7€ Q, AQcQ, Ax(X)=n(X) A,>0, 7eQ, § -symbol sumacyjny.
X

Charakterystyki materialowe sa dane funkcjg
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3
§=A,m,(a_v_} {15)
kidra jest réwna liczbic clementéw mikro M - lego mezoobszaru takich, ze ich stan

3
umieszcza je w otwartej kuli gv,. w chwili +. Mozna zatem przyjaé, ze funkcje mate-

rialowa Lagrange'a bedzie mozna zarisaé
g=cle... (16)
Prawdopodobieristwo tego, 2e w momencie ¢ stan a-tego clementu mikro M - tego

3
mezoobszaru znajduje sig¢ w kuli ov e X wyniesic

s Mm,! crv’_' ] ,
M:r,(av,’): \ EMHI,(O'V_']=N. (17
3

N
Omawiane prawdopodobienistwo przejscia bedzie mozna zapisaé

y 3
Mn,+,(ov.' ]= Ay, = 53',(v::av.' )Mn,(Av:) as)
X

Beda zachodzily wazne zaleznoSci rekurencyjne o charakterze réwnan Chapmana -

Kolmogorowa
3
a‘.ﬂ[v.':av’.']=$5,[p::av;}1(v:mﬁ:}
X
3 3
A,+,n(ov.' =$3'.+,[v.':ov.' (av:) (19)
X

Lo f02)= 8 £l v inu)
x
operator dualny do A, o nastgpujacych wlasciwosciach [4]:
L $ L, Sl Jelovi)= 356 A mlav:) (20)
X X

2. jest liniowy i dodatni,
3. L, =L

Nastegpnie mozna zapisac

L )= 81 (b b an) @n
X
Z procesami Markowa zwigzany jest operatar A_, do kiérego dochodzi sie nastepujaco
3 3 3
n{ov,’)= $ f(v,'}u(o,u_‘) ouex, (22)
crv'.'
JT(AV_')

wlav:)

gdzie: L,

-5

gdzic funkcja  flv:)= (23)

Jjako argument moze zawiera¢ réwnania réwnowagi wynikajace ze slabych praw za-
chowania. Z kolei beda zachodzily zaleznosci [4]
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A,n(o v )= 5' A wlov;) (24)
gdzie: H.,f(v_‘): A_;:(rg,r) (25)

Operator ten bedzie mial nastgpujace wlasciwosci: 4,A < A, jest liniowy i dodatni,

$A.rolav)= 41t lov,) (26)
x X

Z ostatnig zaleznoscig zwigzana jest formula
$Leb )b plav)=$2b o riolav;) @7
X X

Wzory (11) +(27) zwigzane sq $cisle z ukladem operatoréw (19), ktére pozwalajg
na konstruowanie prawdopodobienstwa 3, bedacego procesem Markowa. Operatory te

wyznaczaja M - réwnanie. Bedzie bowiem

» 3
5;+5,[V:;0'V; ]—3,(\’.",0’\!; )

&t
3' }
a,! #.';GV.'! s \3 oA
= SlviAp )-Siviov: |—3 28
{; s o) { : ) -~ (28)
2
3 36r vaov,
Przyjmujac, ze Q[v,‘;dv,' ]=§}_ﬂ;‘ll 5 , zaleznos¢ (28) mozna przedstawic

w postaci rownania szybkodci zmian warunkowego prawdopodobieristwa

M= i {Q{#.' oV ]’i,(v.' Ap, )—5,(".' o, }Q(V.':A#J )} (29)

ét
Uwzgledniajac nastepnie zalezno$¢ (28), ostatecznie otrzylhuje sig M - rGwnanie

D 2 D D ’
E{ M 7!.'”,(0'\!_' }]=‘5}“(A; M ”r)= -"5_’3;("’-:0"- ]M’rr (AV:)=
x

= f{Q(v;;o v: }M @, (ap; - Q(v.:;Au.'{M :r,(cr v m (30)

Rownanie to wiaze proces Markowa 3, z predkoscia jego zmian Q oraz funkcja

charakterystyk materialowych , &, dla dynamicznego stanu dancgo mezoobszaru. Pro-

cesami Markowa moga by¢ zaréwno sily i momenty wewnetrzne a w tym i powierzch-
niowe jak i zewnetrzne masowe wigc funkcje ,, 7, bgda zwiazane z wszystkimi tymi
wektorami.
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Operator § nalezy rozumieé w sensie wzoréw okre$lajacych operatory sumacyjne [8).

X
Za stan réwnowagi mozna uzna¢ sytuacje, w ktérej
-52[-5,::,=0, lub O=0. (30

Funkcja ,m, musi uwzglednia¢ przytaczane wczesniej obiekty geometryczne.
W ten sposob bedzie mozna podaé rozklady wielkosci mierzonych tak w badaniach
makro jak i mikro. W tych drugich nalezy odwola¢ si¢ do badan spektroskopowych
a uzyskane wyniki interpretowaé na gruncie mechaniki kwantowej. Mozna zalozyc, ze
taczniki siatki - 2dzZbla a takze elementy odpowiedzialne mechaniczne takie jak wiazki a
w ostatecznosci i blony komérkowe maja strukturg widknista. Widkna mogg stykac sig
ze soba quasi-punktowo badZ na okreslonej powierzchni. Granica wybranego wigc
mezoobszaru moze przecina¢ z prawdopodobiefstwem p,{t) widkno badz z prawdopo-

dobieristwem p,(t) punkt czy powierzchnig styku (p, + p, = 1). Charakterystyke mate-
rialowa (15) mozna zatem zapisaé

o= m,[ ov:(py e B Vo (D s (5, )00 ))]' (32)

gdzie: gestosci rozkladu prawdopodobienstwa:
7, - tensora stalych sprezystosei,

m,, - tensora pozostalych wielkosci konstytutywnych,

r, - parametréw spektroskopowych, m, - katéw orientacji elementu.

Tak w skali makro jak i mikro, zaznaczone na rys. | wektory mozna rozlozy¢ na
cze$é deterministyczna i losowa. Do tej drugiej najprawdopodobniej bedzie mozna
w calej rozciaglosci zastosowaé analize korelacyjna. Podobnie bedzie mozna tg analize
zastosowa¢ do wielkodei £.2,,D..5, i O,.

asza® "™ uesa ?
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Streszezenic

Celem rozwazan probabilistycznych jest przedstawienie M-rdwnania, ktére daje pojecic o postaci spo-
dziewanych rozkladow. Rownanie to wigze proces Markowa 3, z predkodeia jego zmian O oraz funkcja

charnkterystyk materizlowych ,, 7T, dla dynamicznego stanu dancgo mezoobszaru, Z réwnaniem M zwigza-

na bedzie poprzez funkcje o, 7, funkcja materiatowa £ Procesami Markowa moga byé sily i momenty
objgtosciowe oraz powicrzchniowe,



PODSUMOWANIE

Przedstawione pozycje w liczbie dziesigciu wiaza sig w pewna calo$é stanowiacg
wprowadzenie do konstrukcji modeli tych wszystkich osrodkéw, kiére dadza sie przed-
stawic jako siatki przestrzenne.

Rozwazania na ten temat sa rozwiniete w pracy A.L. Marciniaka: Wstepny opis
ofrodka siatkowego Zdiblowego.

W pierwszym artykule przedstawiono operatory sumacyjne, ktére dzialajac na do-
wolne obiekty geometryczne np. wektory badZ tensory pozwalajq na $ledzenie ich
zmian w réznych punktach siatki. Natomiast drugi artykul omawia podstawowe opera-
tory uzywane w racjonalnej mechanice majacej zastosowanie w analizie o$rodkow
ro§linnych badz gleby.

Nastgpne prace po$wigcone sa omowieniu podstawowych obliczei wariacyjnych
zwigzanych z budows funkcjonalu dzialania opisujaca wlasnosci dynamiczne o$rodka.
Wariacja wspéirzednych jako ich réznica jest rozwijana w szereg Taylora, przy czym
uwzglednia si¢ dalej wigeej niz jeden jego wyraz. Okreslono tutaj wariacje wspolrzed-
nych niezaleznych — Lagrange’a oraz zaleznych — Eulera. Wyrazono je poprzez obiekty
przemieszczenia i obrotéw. Zdefiniowano takze przyrosty kowariantne wspotrzednych
Eulera oraz przyrosty kowariantne funkeji materialowej Lagrange’a. W konsekwencji
uzyskano wariacj¢ funkcjonalu dzialania. Podanie postaci wariacji funkcjonalu dziala-
nia jest rownoznaczne ze zdefiniowaniem oérodka quasi-prostego.

Funkcja materialowa Lagrange'a skladajaca si¢ ze skladowej lokalnej oraz dwéch
czgsci nielokalnych tj. przestrzeni i czasu, ktére wszystkie sa wyrazane przez obiekty
krzywizny. Z ostatecznej postaci funkcjonatu dzialania otrzymuje sie slabe calkowe
prawa zachowania. Poniewaz przyjeto, ze paramelry przeksztalcen nie sa infinitezymal-
ne wigc dla rozpatrywanego przypadku bgda nie 3 parametry ruchu (przemieszczenia,
obroty i czas) ale 61 parametréw bedacych nieliniowymi kombinacjami owych trzech.

Dokonujac stosowanych w mechanice uproszczei otrzymuje si¢ w konsekwencji
klasyczne réwnania ruchu.

Nastepnym problemem jest przedstawienie aproksymacji mechaniki lanu bardzicj
zlozonymi modelami, z dodatkowymi stopniami swobody, takimi jak osrodki wielo-
skladnikowe czy strukturalne.

Ostatnim proponowanym problemem jest ujecie przedstawionej problematyki
w konwencji probabilistyczne;j.






VARIATIONAL METHODS OF MODEL CREATING FOR PLANT MEDIA

SUMMARY

Presented ten papers ore integral part of introduction to model construction of the
media for which space structure representation is possible. This consideration ore pre-
sented in A.L. Marciniak paper entitled: Preliminary description of the stalk structure
media.

In the first paper sum operators ore presented, which are acting for geometrical ob-
jects, e.g. vectors or tensors and allow to observe its changes in various structure nodes.
Second paper describe basic operators used in rational mechanics which is applied to
analyse of plant media or ground.

Following papers treated about basic variational calculations concerned to building
of the acling functional for description of the media dynamic property. Variation of the
co-ordinates is expanded to Taylor series, and more than one term ore used in next con-
siderations. In this papers variations of Lagrange and Euler's co-ordinates are described
and cxpressed by displacement and rotation objects. Covariant increments of Euler co-
ordinates and Lagrange material function are defined. Expression of the variation of the
action functional is equivalent to quasi-simple media definition.

Lagrange material function contain local and two non-local parts i.e. time and space,
which all are expressed by curvature objects. From final form of action functional the
weak integral conservation rules ore obtained. As a consequence of consideration of
finite values of the transformation parameters, a number of 61 non-linear combinations
of movement parameters is obtained instead of 3 standard parameters (displacement,
rotation, time). After some usually used in mechanics simplifications the classical
movement equations are obtained.

The next problem is expression of the plant mechanics by some more sophisticated
models with additional degrees of freedom as multicomponent and multipolar media.

The last paper is dedicated to probabilistic description of the presented problems.
Key words: sum operators, metrical objects, Lagrange material function, base vectors,
movements parameters, multicomponent media, global structure media, variation of
action functional, local structure media.






