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Streszczenie. W pracy rozwaza sig problem wyznaczania ciaglego spektrum relaksacji
lepkosprezystych materiatéw roslinnych w oparciu o uzyskane eksperymentalnie czasowe przebiegi
modutéw relaksacji, zgromadzone w standardowym tescie relaksacji naprgzen. Zaproponowano
metode identyfikacji bazujaca na przyblizeniu spektrum czestotliwodci relaksacji skoficzonym
szeregiem wielomianéw Laguerra. Dla zapewnienia stabilnosci algorytmu zastosowano technike
regularyzacji Tichonowa. Obliczenia macierzowe oparto o schemat dekompozycji wzgledem
warto§ci  szczegblnych. Zaproponowano prostag regule doboru wspotczynnika regularyzacii.
Przeprowadzono analizg zbieznoSci algorytmu oraz oszacowano btad modelu dla dokladnych
i zakloéconych pomiaréw modutu relaksacji. Rozwazania zilustrowano przykladem numerycznym.

Stowa kluczowe: spektrum relaksacji, modut relaksacji, identyfikacja, regularyzacja
Tichonowa, wielomiany Laguerra

WSTEP

Badania prowadzone w ciagu ostatnich kilkunastu lat wykazaty, iz spektrum
relaksacji jest dogodnym narzedziem analizy wiasnoéci liniowych materialow
lepkosprezystych [1,4,8,13,16,19], w szczegolnosci moze znalez¢é zastosowanie
w analizie zjawisk zachodzacych w wysoko uwodnionych materiatach roslinnych
(warzywa, owoce) poddawanych réznego typu obciazeniom mechanicznym [4,8].
Znajac spektrum relaksacji mozna wyznaczy¢ inne charakterystyki materialow
lepkosprezystych: modut $ci§liwosci objgtosciowej, modut odksztalcenia postacio-
wego lub funkcjg petzania. Porownanie rozktadow gestosci czaséw lub czestotli-
wosci relaksacji otrzymanych dla materialéw o réznej wilgotnosci, turgorze lub
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dla obciazen realizowanych w réznych warunkach pozwala na iloéciowa analize
skutkow mechanicznej ingerencji w materiat podczas testu [19].

Spektrum relaksacji nie jest wprost dostgpne pomiarowo, musi wiec by¢ wyzna-
czane W oparciu o pomiarowo dostepne charakterystyki materialow. W literaturze
znanych jest wiele metod wyznaczania spektrum relaksacji w oparciu o dane
zgromadzone w wyniku testu, w ktérym materiat poddawany jest odksztatceniom
oscylacyjnym o matej amplitudzie w dostatecznie duzym zakresie czestotliwoéci,
a wigc wykorzystujacych charakterystyki czestotliwosciowe, np. [1,3,13,16,19],
tylko nieliczne metody [4,8,18] bazuja na charakterystykach czasowych. W tej
pracy prezentujemy metode wyznaczania spektrum czestotliwodci relaksacji
W oparciu o przebiegi czasowe modutéw relaksacji, uzyskane w standardowym
tecie relaksacji naprezen [5].

MATERIAL I METODY
Spektrum relaksacji materialéw lepkosprezystych

W zakresie niewielkich deformacji zwiazek miedzy naprezeniem O'(t) a pochod-
na odksztatcenia y(t) opisuje catkowe réwnanie konstytutywne oparte o zasade
superpozycji Boltzmanna [2]

()= [Gl-A)y(A)dA |

-—00

gdzie: G(t) jest liniowym modutem relaksacji w pelni scharakteryzowanym dla
danego materiatu poprzez spektrum czaséw relaksacji H T (‘L’) [2]

oo —
6)=H,(c)e o ar
0
lub réwnowaznie poprzez spektrum czestotliwoéci relaksacji H,, (v) [2,18]

G(t)=THV Wv)e ™y . (1)

0
Latwo zauwazy¢, ze H, (‘L’)=1/1'2 ‘H, (1/’5). Funkcje H, (‘L’) i H, (v) opisujace
rozklady czaséw 7 i czestotliwosci v relaksaci, charakteryzuja frakcje elementow

uogolnionego ciaglego modelu Maxwella [2] o czasach oraz czgstotliwosciach
relaksacji zawierajacych si¢, odpowiednio, pomiedzy 7 a T+d7r iv av+dy .
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Analizujac strukture réwnania (1) tatwo zauwazy¢, ze modut relaksacji G(t)
jest rowny transformacie Laplace’a spektrum czgstotliwosci relaksacji H,, (v) dla
t rzeczywistego. Zatem problem identyfikacji H,, (v) jest rownowazny problemowi
wyznaczania oryginatu Laplace’a z G(t) w oparciu o dane eksperymentalne
dostgpne dla ¢ rzeczywistego. W literaturze znane s metody numeryczne
wyznaczania odwrotnej transformaty Laplace’a w oparciu o dane z plaszczyzny
zespolonej, na przykiad szeroko stosowana metoda Talbota [17], brak jest
natomiast metod obliczeniowych wyznaczania oryginatu Laplace’a dla danych
z osi rzeczywistej. Jak wiadomo, zadanie to jest Zle postawionym problemem
odwrotnym [19], jego rozwiazanie wymaga stosowania specjalnych metod. W tej
pracy proponujemy metode identyfikacji spektrum relaksacji oparta o aproksy-
macj¢ funkcji H,, (v) szeregiem uog6lnionych wielomianéw Laguerra.

Aproksymacja spektrum relaksacji

Wielomiany Laguerra Ly (v) (12]

k (k) (- =J
Lv)=va 3| —(i“-‘i— k=0,1,...
ol j ) (=)
tworza uklad zupelny w przestrzeni L, (0, oo) funkcji mierzalnych i catkowalnych
z kwadratem w przedziale (0,00). Spektrum relaksacji H,, (v) mozna, wigc rozwingé
w nieskonczony szereg

H, (V)= > 8k Lk (V)
k=0
Spektrum relaksacji H,, (v) bedziemy przyblizaé za pomoca K pierwszych
sktadnikéw tego szeregu, czyli szeregiem skoficzonym postaci
K-1

iy k)= 3 e lilr). @)

Oznacza to przyblizenie modutu relaksacji G(t) funkcja

o

K-1
Gy (t)=[H,,xv)e " dv= 2 i (t), 3)
0 =

gdzie [15]
oo k
o (1)=| Lk(V)e_de=l/—;{(1-%) : 4)
0
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Bedziemy zaktada¢, ze przeprowadzono skonczony eksperyment dyskretny i
zarejestrowano pomiary G (t; )= G(t; )+ z(ti) modutéw relaksacji G(t;) w chwilach
czasu t; >0, gdzie z(ti) jest addytywnym blgdem pomiaru. Rezultatem
eksperymentu jest wigc zbior par {t,-,(?(t,- )}, i=1,.., N.

Jako miarg dokfadnosci modelu (3) zastosujemy wskaznik kwadratowy [6,7]

On(gk)= g) [(_;(ti)_GK (ti)]z ; 6))

i=1

gdzie: gg = [go . 8 K~1]T jest K elementowym wektorem nieznanych
wspotczynnikéw modelu (2) lub réwnowaznie (3).

Definiujac N X K wymiarowa macierz

0o) 0@) ... Pxi(y)

Dy = : : . :

¢0<fN) ¢1(;N) (Z’K—l.(tN)

wskaznik jakosci (5) mozna zapisa¢ w postaci

QN(&’K)‘*‘[(_;N—‘DN,K gK]T[G—N"(pN,K gx), (6)

gdzie: Gy = [(—; (tl) .. G (t N )]T jest wektorem pomiaréw moduléw relaksacji.

Problem wyznaczenia ciaglego spektrum relaksacji sprowadza si¢ wiec do
rozwigzania nastgpujacego zadania optymalizacji statycznej

on(gx) — mizK , (7
8k€

a wige do klasycznego problemu minimalizacji sumy kwadratéw, ktorego rozwia-
zanie dane jest znanym uktadem réwnan normalnych

T T =
Py, x” P,k 8k =Pn,k Gy- (8)

Macierz @ N,K>3W konsc?kwencp réwniez macierz 0] N,K '(D N,k Jest w rozwaza-
nym zadaniu macierza niepetnego rzedu, rozwigzanie liniowego uktadu réwnan
(8) nie jest wigc jednoznaczne i rownocze$nie nawet bardzo mate zmiany wektora
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pomiaréw G (zazwyczaj obcigzonych bledami) i macierzy @ N,k moga spowodo-
waé dowolnie duze zmiany rozwiazania gx [10]. Zadanie (7) lub réwnowaznie
(8) jest wiec zadaniem zle postawionym w sensie Hadamarda [19]. Jedna z metod
pozwalajacych wyeliminowaé zaréwno niejednoznaczno$¢ jak i nieciaglos¢
rozwiazania zadania (7) jest taka modyfikacja funkcji celu (6), ktéra bez zmiany
dziedziny zadania prowadzi do zadania dobrze postawionego o rozwigzaniu
bliskim rozwiazaniu zadania oryginalnego, czyli jego regularyzacja.

Tichonow [19] zaproponowal metode regularyzacji polegajaca na stabilizacji
zadania (7) poprzez minimalizacj¢ zmodyfikowanego wskaznika jakosci

Ovlex)+Bex'ex — min_, ©
8KER

gdzie: f>0 jest parametrem regularyzacji.

Zadanie (9) posiada rozwiazanie jednoznaczne gllg dane wzorem

B T 1 T =
gx =@nx Py +BIgg) Pnkx Gn» (10)

gdzie Iy g jest KX K wymiarowa macierza jednostkowa.

Wzor (10) ma znaczenie gléwnie teoretyczne, dla efektywnego wyznaczenia
macierzy odwrotnej w (10) zastosujemy technike dekompozycji wzglegdem warto$ci
szczegblnych, w skrécie SVD [9,10]. Na gruncie statystyki matematycznej rozktad
SVD nazywany jest dekompozycja wedtug warto$ci osobliwych [14].

Podstawy algebraiczne algorytmu
Rozklad SVD K x K wymiarowej symetrycznej macierzy
_ T
Yk =Pn,x Pn,k (11)
przyjmuje postaé
Yk =VIVT, (12)

gdzie: VeER kK jest macierza ortonormalng (tzn. viv=vvT =1 KK )

natomiast X € RFK jest macierzg diagonalna utworzona z warto$ci szczegdlnych
01,09,...,0, macierzy Wgg postaci 2= diag(al,...,O'r,O,...,O), gdzie

r=rzqd(’I’KK).
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W oparciu o (10), (11) i (12) otrzymujemy

gllg :[V-QﬁVT}l oy k' Gy,

gdzie: Qg =diag(61 +B,...,0,+ B,ﬁ,...,ﬁ)e REK
Poniewaz VT | l=v , Vi=yT a macierz .Qﬁ jest dla B>0 macierza nie-
osobliwg wektor glg dany jest ostatecznie wzorem

gb =V v, T Gy, (13)

gdzie:
-1 .
Qg™ =diag(l/ (o) + B),....,1/(0, + B),1/B,...,1/B). (14)
Algorytm wyznaczenia macierzy odwrotnej w (10) mozna takze oprzeé o rozktad
SVD NXK wymiarowej macierzy @ N,k > Jednak zastosowanie rozktadu SVD do
KXK wymiarowej, symetrycznej i dodatnio pétokreélonej macierzy ¥k

upraszcza algorytm SVD, a przede wszystkim istotnie redukuje rozmiar zadania,
zazwyczaj bowiem K << N .

WYNIKI I DYSKUSJA
Analiza zbieznoSci
Rozwigzanie zregularyzowane gllg stanowi jedynie przyblizenie rozwigzania
normalnego wyjsciowego ukladu réwnar normalnych (8) jakie uzyskaliby$my dla
pomiaréw dokladnych g% =Dy, x Gy, gdzie Gy :[G(tl) .. Gley )]T
a Dy k' oznacza uogblniona macierz odwrotng Moore’a-Penrose’a macierzy

@y, x [9,10]. Doktadnoé¢ rozwigzania zregularyzowanego zalezy w szczegol-
noéci od wartosci parametru f oraz doktadnosci pomiarow, jej ocene umozli-
wiaja nastgpujace wiasnosci.

Niech @y x =U %, VT bedzie rozkladem SVD macierzy @y g , macierz V

jest tozsama z macierza V w rozkladzie (11) macierzy ¥y g, ortonormalna

macierz U RM a 2, = diag(\for,...,/o,,0,....0) RV (9,10,




METODA WYZNACZANIA CIAGEEGO SPEKTRUM RELAKSACII 633

A. Dokladny pomiar modulu relaksacji

Przypadek ten ma znaczenie gléwnie teoretyczne, w praktyce bowiem pomiary
moduléw relaksacji w dziedzinie czasu prawie zawsze obciazone sa btedami [19].

Wilasnos$é 1 [15]. Blad rozwiazania zregularyzowanego glﬁg spelnia nier6wno$é

2 r 1 ro1
e =3 ——p*bTonf < £ L5 loul
i=10;(0; + B) i=1 0;
gdzie U =[u1 e u N] a ” : ” oznacza norme euklidesowa w przestrzeniach

RX b RV,
Wiasno$¢ 2 [15]. Dla rozwiazania zregularyzowanego gllg zachodzi réwnos¢
2
QN(gﬁ) onleh )+ 3 z G+ d )2( 'TGN)2

Z wtasno$ci 1 wynika wprost, ze rozwigzanie zregularyzowane g ][z dazy do
rozwigzania normalnego g% liniowo, gdy B —0". Podobnie whasnos¢ 2
oznacza, ze btad modelu zregularyzowanego e 5 Gy-Py,k glg dazy do btedu
modelu normalnego ef\\,’ =Gy-Dy x g,f}’ liniowo, gdy B — 0.

5

Zarbwno blad rozwiazania zregularyzowanego gy jak i wskaznik jakosci

identyfikacji Oy (g Ig) sa funkcjami rosngcymi parametru regularyzacji 3 . Prze-
bieg zmienno$ci obu funkcji dla danych z przedstawionego ponizej przyktadu
przedstawia rysunek 2.

B. Zaklocony pomiar modulu relaksacji
Bedziemy zakladac, ze HZN” = “C_;N - GN” =90 , gdzie zyy = [z(tl) z(tN )]T

B

Wiasno$é 3 [15]. Btad rozwiazania zregularyzowanego gy speia nierowno§¢

lef-s¥|<vre ];c—;NH+5j75 (15)
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r
gdzie: y =3 1/0',-3 .

i=l
W tym przypadku rozwiazanie zregularyzowane obciazone jest wiec niezerowym

bledem stabilizacji

’g 1’? - g%” nawet wéwczas, gdy B — 0.

Dobor parametru regularyzacji

Z powod6w obliczeniowych dobér parametru regularyzacji a priori nie jest
strategia zbyt uzyteczng. Bardziej odpowiednig strategia jest dobor parametru f3

a posteriori, dokonywany w trakcie obliczef zaleznie od ich wynikéw.
W literaturze rozwaza si¢ kilka strategii doboru parametru S [3,11]. Tutaj
proponujemy prosta regule gwarantujaca minimum wartosci gbérnego oszacowa-

B

nia bledu rozwiazania zregularyzowanego |g x—& % ” .

Poniewaz ”G N“ < ”5 N “ w oparciu o (15) problem doboru parametru regularyzacji

przybiera postaé¢
B =arg ;ﬁfg{u(ﬁ)ﬁ/ﬁ HEN“JEﬁ‘S}‘ (10

Dla kazdego 6 >0 funkcja ,u(ﬁ) jest $cile wypukta, problem (16) posiada wiec
rozwigzanie jednoznaczne dane wzorem

.
e ol

(17)

Algorytm

Krok 1: Wyznacz eksperymentalnie pomiary G (t,-) modutu relaksacji w chwilach
czasu ¢;, i=1,...,N.

Krok 2: Oblicz macierz @y x anastepnie macierz Wy g .

Krok 3: Wyznacz rozktad SVD macierzy ¥ g .

Krok 4: Dobierz parametr regularyzacji B zgodnie z ( 17).

Krok 5: Wyznacz diagonalng macierz odwrotng Q B_l zgodnie z (14).
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B

Krok 6: Wyznacz rozwiazanie zregularyzowane g, dane wzorem (13).
Krok 7: Wyznacz spektrum czegstotliwosci relaksacji Hy, g (v) zgodnie z (2).

Rozklad macierzy W x wzgledem wartosci szczegolnych jest z obliczeniowego

punktu widzenia gtéwnym krokiem algorytmu. Procedury SVD sa dostgpne w
prawie kazdym pakiecie obliczeniowym. Badania numeryczne wskazuja, ze najle-
psze rezultaty gwarantuje dobdr parametru o € [0,2; 0,3] . We wszystkich przetesto-

wanych przykladach dobor K e [20; 50 ] elementow szeregu (2) gwarantowat dobra
jako$¢ aproksymacji.

Przyklad numeryczny

Rozwazmy osrodek lepkosprezysty, ktorego spektrum relaksacji dane jest
rozktadem Gaussa postaci

b1y 2} et 0

2p

Przebieg modutu relaksacji z addytywnymi bledami pomiarowymi przedstawia
rysunek la. Przyjeto zaklocenia losowe dane rozktadem jednostajnym w prze-
dziale [— 0,025;0,025]. Na rysunku 1b przedstawiono przebieg ,rzeczywistego”

spektrum relaksacji H,, (V) oraz jego przyblizenia H,, K(v) dla parametru

B* =0,00104 dobranego zgodnie z reguta (17).

1

Gl (t,-) [N/m*] @

0.5

fi [s]

Rys. 1a. Przebieg modutu relaksacji G(;,)=G(; )+ z(;) Z zaki6ceniami pomiarowymi

Rys. 1b. Spektrum relaksacji g, (v) (linia przerywana) i przyblizenie Hy g (V) (linia ciagta) dla
wspdtczynnika regularyzacji: g* =0,00104

Fig. 1a. Relaxation modulus G(;)=G(; )+ z(;) corrupted by additive noise

Fig. 1b. Relaxation spectrum Hv v) (dash line) and computed approximation H v,k () (solid line)
for regularization parameter 8* =0,00104
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Zalezno§¢ wskaznika jako$ci identyfikacji Oy (gg) oraz normy ”gl’g— g%‘ od
parametru 8, jakie uzyskaliby$my dla doktadnych danych pomiarowych,

przedstawia rysunek 2. W przyktadzie przyjeto N=100, K = 35 oraz o = 0,3.

0.1
1.3.10*

on(e?) Jet-e]
6.510° 0.05

'0 o.bos o'.01 ‘ 0 5.1‘0'll 1-1(‘)le
B B

Rys. 2. Zalezno$¢ wskaznika identyfikacji Qw (g ;‘3) oraz normy “g B_g¥ " od parametru regularyzacji 8

Fig. 2. Identification index Qv (31[3) and standards ﬂg,@—g,’{ ” versus regularization parameter 3

WNIOSKI

1. Aproksymacja funkcji H, (v) skoficzonym szeregiem wielomianéw pozwo-
lita sprowadzi¢ problem identyfikacji spektrum relaksacji H, (v) do problemu
optymalizacji statycznej. Zastosowanie wielomianow Laguerra, dla ktorych calki (4)
przyjmuja zwarta analityczng postaé, pozwolilo takze, co szczegblnie istotne w
kontekscie zle postawionego problemu odwrotnego, uniknaé bledéw przyblizen
kwadratur numerycznego catkowania, wystepujacych w znanych algorytmach
[3,13] wyznaczania ciaglego spektrum relaksacji.

2. Algorytm zapewnia wygladzenie rozwigzania ¢# bowiem regularyzacja
g wy 8k

zostala zastosowana do zadania najmniejszych kwadratow (7), posiada jednak
typowe wady algorytméw aproksymacji wielomianowej. Badania numeryczne
wskazujg, Ze algorytm zapewnia dobre rezultaty dla czestotliwosci v <107 i gorsze
dla wigkszych czgstotliwosci. W przypadku, gdy rozktad czgstotliwosci relaksacji
jest dwumodalny, metoda zapewnia lepsza  aproksymacje mniejszych
czestotliwos$cei.

3. Procedure mozna takze rozszerzy¢ o nadrzedny modut odpowiedzialny za
dobdr optymalnego parametru @, co prowadzi do dwupoziomowej struktury
algorytmu identyfikacji [6].
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4. Wynik identyfikacji, czyli wyznaczone spektrum relaksacji, zalezy oczy-

. Oszaco-

wiscie zarébwno od przyjetego modelu (2), w szczegélnosci od K, frzythego

kryterium jakosci (5) jak i od konkretnych danych pomiarowych {t i»G (tl-

wanie spektrum relaksacji asymptotycznie (dla N — oo ) niezalezne od momentow
czasu {t,—} mozna uzyska¢ stosujac schemat randomizacji eksperymentu zapropono-
wany w pracy [7].
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Abstract. A new algorithm for the direct recovery of a continuous spectrum of relaxation
frequencies from time-measurements of relaxation modulus is proposed. The identification scheme
is based on the least-squares approximation of the relaxation spectrum by finite serious of Laguerre
polynomials. Tikhonov regularization is used to guarantee the stability of the scheme. The
numerical realization of the scheme by using singular value decomposition (SVD) is discussed and
the resulting computer algorithm is outlined. An analysis of the model accuracy is conducted both
for perfect and noise measurements and the linear rate of convergence is proved. Numerical
calculations on model data are presented and discussed.

Keywords: relaxation spectrum, linear relaxation modulus, identification, Tikhonov regula-
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